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Resumen ejecutivo (Espanol)
Contexto y objetivo.

En el grado se estudian resultados de convergencia con la topologia euclidea y posteriormente
se extienden a espacios de funciones de dimensién infinita. Uno de los retos al determinar la
convergencia de sucesiones en estos espacios es que la convergencia de las distribuciones finito
dimensionales no implica convergencia. El Teorema de Arzela-Ascoli lo resuelve caracterizan-
do la precompacidad relativa de familias de funciones continuas. La version probabilistica de
este resultado requiere el estudio de una propiedad nueva: apretamiento. Con ella se obtienen
resultados de convergencia débil y se demuestra la versién funcional del Teorema Central del
Limite. El objetivo de este trabajo es estudiar esta propiedad y proponer soluciones desde la

topologia y el andlisis a las cuestiones que surjan durante su estudio.
Metodologia.

En este trabaja se han aplicado resultados de Topologia y Anélisis Funcional.
Resultados principales.

Tras estudiar y motivar la necesidad de la topologia de Skorohod para el estudio de la convergen-
cia débil, se obtienen resultados que muestran las analogias entre los resultados de convergencia
en espacios euclideos con la convergencia débil. Se proponen demostraciones alternativas a las
mostradas en el texto de referencia que justifican: El teorema de la aplicacién continua, la ca-
racterizacién del apretamiento en el espacio de funciones cadlag, el teorema funcional del limite
de Donsker.

Conclusiones y lineas futuras.

Este trabajo muestra la relevancia del apretamiento para estudiar la convergencia débil de
variables aleatorias. Una forma de caracterizar la convergencia débil es por medio del compor-
tamiento de integrales sobre la familia de funciones continuas y acotadas. Esta convergencia
solo tiene sentido cuando la masa de probabilidad no se extiende al infinito. La propiedad de
apretamiento captura esta caracteristica global. Durante el estudio han surgido cuestiones que
excedian los objetivos del trabajo y que son de interés para continuar con el estudio, como son:
condiciones alternativas de tightness basadas en tiempos éptimos de parada; aplicaciones de

procesos empiricos.



Executive summary (English)

Background and aim.

In the undergraduate program, results on convergence under the Euclidean topology have been
studied and later extended to infinite-dimensional function spaces. One of the challenges in
determining convergence of sequences in these spaces is that convergence of finite-dimensional
distributions does not imply convergence. The Arzela-Ascoli theorem addresses this by cha-
racterizing the precompactness of families of continuous functions. The probabilistic version
of this result requires studying a new property: tightness. Upon this property results of weak
convergence can be obtained and the functional version of the Central Limit Theorem can be
proven. The aim of this work is to study tightness and to propose solutions based on topology

and analysis to the questions that arise in its study.

Methodology.

In this work results from Topology and Functional Analysis have been applied.
Main results.

After studying and motivating the need for the Skorokhod topology for the study of weak
convergence, results are obtained that show the analogies between convergence results in Eucli-
dean spaces and weak convergence. Alternative proofs to those given in the reference text are
proposed, justifying: the continuous mapping theorem, the characterization of tightness in the

space of cadlag functions, and Donsker’s functional central limit theorem.
Conclusions and future work.

This work demonstrates the importance of tightness for studying weak convergence of random
variables. One way to characterize weak convergence is via the behavior of integrals against
the family of bounded continuous functions. Such convergence only makes sense when the
probability mass does not escape to infinity. The property of tightness captures this global
feature. During the study arose some questions that exceeded the scope of this work and are
of interest for further research, such as: alternative conditions for tightness based on optimal

stopping times; applications to empirical processes.
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1. Introduccion.

Muchos de los resultados del andlisis matematico requieren la existencia de puntos limites.
En Probabilidad surgen limites de sucesiones de distribuciones (leyes de procesos estocésticos),
de variables aleatorias y de las medidas de probabilidad inducidas por estas variables aleatorias.
Los teoremas de convergencia requieren: (1) probar la existencia de un punto limite de las
sucesiones; (2) identificar dicho punto limite cuando existe. El concepto de compacidad es
fundamental para el objetivo (1).

La nocion inicial de compacidad pretendia recoger precisamente la idea de que en un conjunto
compacto toda sucesién infinita tiene un punto limite. En la recta real esto se garantiza si se
toma un conjunto cerrado y acotado (Bolzano-Weierstrass). Los teoremas de valores extremos
o el teorema de continuidad uniforme son una consecuencia de la compacidad de los intervalos
cerrados de la recta real R. Con objeto de generalizar esta idea a espacios topoldgicos arbitra-
rios, Maurice Fréchet destaca que lo relevante para la convergencia de sucesiones es que toda
subsucesion sea convergente. Esto dio lugar a distintas nociones del concepto de compacidad,
que en espacios métricos resultan equivalentes. Finalmente se consideré que la definicion de
compacidad en los términos actuales' era la mds apropiada, a pesar de que la idea intuitiva
original de existencia de puntos limites no es tan transparente con la definicién actual.

Ademas de las situaciones citadas al comienzo, en muchas ocasiones las soluciones a un
problema, como puede ser un sistema de ecuaciones derivadas parciales, se plantean a partir
de una aproximacién inicial que se refina de forma reiterada, dando lugar a una sucesién de
aproximaciones. En espacios compactos se garantiza la existencia de un punto limite de esa
sucesién de aproximaciones y, con ello, la existencia de una solucién. Situaciones similares se
dan en Probabilidad, donde se requiere determinar y conocer la convergencia de sucesiones de
variables aleatorias, de sus distribuciones y leyes de probabilidad asociadas.

La compacidad es por tanto una propiedad topoldgica conveniente en muchas situaciones. Sin
embargo, demostrar esta propiedad a partir de su definicién (basada en cubrimientos abiertos)
no es en la préctica sencillo o viable. En funcién del espacio, se han obtenido resultados que
caracterizan la compacidad a partir de otras propiedades chequeables en términos

geométricos o numéricos. Por ejemplo:

» En un espacio Euclideo basta comprobar si un conjunto es cerrado y acotado (nociones

geométricas) para concluir si es compacto.

= En espacios de funciones el Teorema de Arzela-Ascoli establece la equicontinuidad y
acotacion uniforme como las caracteristicas a chequear para confirmar si un conjunto de

funciones es compacto (clausura compacta).

= En espacios de medidas de probabilidad con la topologia débil, la compacidad se

comprueba a partir de la propiedad de apretamiento (tightness) de un conjunto, ya

1'Un espacio topolégico X es compacto si todo recubrimiento de abiertos, i.e. toda familia de abiertos {A; }icr

tales que de X C U;crA4;, contiene un subrecubrimiento finito.



que en ese caso el Teorema de Prohorov asegura que el conjunto es precompacto (su

clausura es compacta).

En este sentido, el apretamiento es para la teoria de la convergencia débil lo que la acotacién
y la equicontinuidad son para la compacidad relativa en espacios de funciones. El apretamiento
proporciona un criterio practico del que se deriva la compacidad relativa. Es por ello una
propiedad fundamental en el estudio de teoremas del limite de medidas de probabilidad y de
procesos estocasticos. El objetivo de este trabajo es analizar el papel del apretamiento en el
contexto de la convergencia débil de medidas de probabilidad y resolver las cuestiones que

surjan durante su estudio.

Notacion para referencias bibliograficas: El texto de referencia para este trabajo es
Billingsley (1999) (en adelante B) y sera citado en varias ocasiones. Las referencias a este texto
se daran anadiendo delante del nimero de seccién, teorema, etc. la letra B, por ejemplo: Teorema
B1.1, § B8 hacen referencia respectivamente al Teorema 1.1 y a la Seccion 8 del texto B. También
se hard referencia a resultados de Topologia del libro Munkres (2000) estudiado en el grado.

En este caso las referencias se denotaran con la letra M.

El trabajo se organiza de la siguiente manera: La § 2 introduce los conceptos y defini-
ciones que se emplearan en este trabajo. En la § 3 se presentan varios resultados técnicos que
seran de utilidad en algunos de los desarrollos. La § 4 trata dos teorema fundamentales para
la caracterizacién de la compacidad y del apretamiento (tightness). Se demuestra un teorema
que establece condiciones en las que la convergencia finito dimensional implica la convergencia
en todo el espacio D[0,1]. La § 5 ilustra el cardcter global de la propiedad de apretamiento y
muestra las condiciones en las que las funciones continuas de soporte compacto caracterizan la
convergencia débil. En la § 6 se presenta una demostracion del Teorema funcional del limite
de Donsker. La § 7 recoge las conclusiones del trabajo. A lo largo de la exposicién surgiran

cuestiones para las que se propondra una respuesta.

2. Espacio de funciones D|0, 1].

2.1. Definicién y propiedades

Denotamos como D[0, 1] (o simplemente D cuando no haya lugar a confusién) el espacio de

funciones reales definidas en el intervalo [0, 1] y que satisfacen:

(i) Continuidad por la derecha: Para t € [0, 1) existe el limite 2(t") = lim, ; 2(s), cumpliendo

ademds z(t) = z(t).
(ii) Limite por la izquierda: Para t € (0, 1] existe el limite z(¢~) = limgy (s) y es finito.

Las funciones de este espacio se denominan a veces cadlag (del francés continue a droite,

limites a gauche) o como haremos aqui cadlag. El espacio D[0, 1] extiende asi el espacio C|0, 1]



de funciones reales continuas definidas en [0, 1], permitiendo la existencia de discontinuidades
de salto finito.

Se comprueba que una funcién cadlag x satisface las siguientes propiedades (Lema B1 p. 122):

= Kl conjunto de puntos de discontinuidad de x es como maximo numerable.
» 7 es acotada, i.e.: ||z|| = sup, |z(t)| < oo.

= 1 se puede aproximar uniformemente por funciones constantes en intervalos.

2.2. Distancia de Skorohod

2.2.1. Necesidad de una métrica especifica para el espacio D[0, 1]

La distancia del supremo (o métrica de la convergencia uniforme) poo(,y) := supyep 1y |2(t) —
y(t)| es apropiada para trabajar en el espacio C[0, 1] porque las realizaciones de este espacio son
recorridos continuos. En el espacio D|0, 1], en cambio, la topologia que se deriva de la métrica

del supremo no resulta apropiada por los siguientes motivos:

» La distancia del supremo hace que la convergencia uniforme en D|[0, 1] requiera
unas condiciones demasiado estrictas. En particular, requeriria que los saltos en las
realizaciones de las funciones cadlag se produjeran en el mismo instante de tiempo que en
el proceso limite. Esto resulta demasiado estricto, o al menos poco realista en la practica,

ya que los saltos se producen en periodos de tiempo aleatorios.

Por ejemplo, para las funciones indicatrices x,(t) = 1{t > 1/2+ 1/n} con n € Ny
x(t) = 1{t > 1/2} se tiene sup, |z, (t) — z(t)| = 1 para todo n. Por ello, a pesar de que z,,
y x s6lo se diferencian en que el mismo salto se produce en un momento diferente (tras

un instante de duracién 1/n), {z,} no converge uniformemente a x.

» El espacio de funciones cadlag DJ[0,1] con la distancia del supremo no es
separable. Con ello se pierde una caracteristica importante empleada para la justificacién

de algunos resultados de convergencia y teoremas del limite.

De la misma forma que en Garcia y Munoz (2014) comprobdbamos que el espacio (£*°(N), poo)
no es separable, observamos que (D[0, 1], ps) tampoco lo es. Supongamos que fuera se-
parable y sea F = {x(l), @ . } el subconjunto numerable de funciones cadlag supues-
tamente denso en D[0, 1]. Consideramos el conjunto A = {z,(t) = 1{t > a} : a € [0,1]}.
Este conjunto no es numerable (a € [0,1]) y ademés en este conjunto pe (4, zp) = 1 siem-
pre que a # b. Cada bola abierta B (m(”), 1/ 2) en torno a cada elemento de E contiene
como mucho un elemento de A. Asi, existird z € A tal que = ¢ B (:17(”), 1/ 2) para todo
n € N. Para ese z € A C D0, 1] se tiene {z™M,2®, ...} N B(z,1/2) = § y por tanto E

no puede ser denso en D|0, 1].

La métrica de Skorohod (Skorohod, 1956) resuelve la circunstancia anterior para el espacio
D|0, 1]. Para ello, considera pequenas deformaciones del tiempo que permiten que las traslacio-

nes en los saltos no impidan la convergencia.



Definicién formal de la distancia de Skorohod: Sea A el conjunto de aplicaciones conti-
nuas y estrictamente crecientes en [0,1] a [0,1]. Si A € A, entonces A(0) =0y A(1) = 1. Para z
e y en DI0, 1], se define d(z,y) como el infimo de aquellos € > 0 para los que existe una A € A

que satisfaga:
sup |IA(t) —t| = Sup [t=A"'(1)] <e
sup 2(t) — y\(®)] = sup | (A 1(9) = (1) < e. 1)

De forma més concisa, definiendo I como la aplicacion identidad en [0, 1] y ||z|| = sup, |z(t)],

se define la distancia de Skorohod:2

d(,y) = E (A =TV o =y o A} )

Distancia de Skorohod completa: Aunque se comprueba que el espacio D[0, 1] es separable
con la distancia d definida en (2) (Teorema B12.2), esta distancia no es completa. Se define en
el espacio D|0, 1] la métrica d° completa y equivalente a d de la siguiente forma. Para una

aplicacién A no decreciente en [0, 1] tal que A(0) =0y A(1) = 1, se define:
At — s

[A]* = sup |log
s<t

Si ||A||° es finito, entonces las pendientes de las cuerdas entre dos puntos no toman valores nulo
o infinito y, por tanto, esta A es continua y estrictamente creciente, es decir A € A. Se define
d°(x,y) como el infimo de aquellos € > 0 para los que A contiene alguna \ para la que ||A[|° < €
(ademds de la condicién anterior (1)):

d(z,y) = fnf {IA" V[l = yA[l}- (3)

Se comprueba que d° es una métrica (Bp. 126). Intuitivamente, esta métrica permite una
deformacién del tiempo A que es mas proxima a la identidad que lo considerado en la métrica
inicial d dada en (2). En concreto, se requiere que la pendiente (At — As)/(t — s) en cada cuerda
sea proxima a 1 (o equivalentemente, segin se expresa en la definicién, que su logaritmo sea
proximo a 0). El espacio D|0, 1] con la métrica d° es separable y completo (Teorema B12.2,
p. 128).

Iustracion: Para no extender la exposicién, no se reproducen aqui las demostraciones dadas
en B de que d° es una métrica que convierte a D[0, 1] en un espacio separable y completo. En
su lugar, se muestran algunas ilustraciones que permiten observar y familiarizarse con la idea
de esta métrica.

Se ha implementado la métrica d en scripts de R (R Core Team, 2025). Sélo es posible
obtener una aproximacion numérica a la distancia de Skorohod ya que sélo se pueden considerar

un nimero finito de particiones del intervalo [0,1] y un conjunto representativo de algunas

2En el texto se denotard a V b = méx{a,b} y a A b= min{a, b}.



aplicaciones A crecientes de [0, 1] a [0, 1]. En concreto se obtiene un limite superior de la distancia
de Skorohod, ya que esta distancia es el infimo del maximo de dos valores sobre las posibles
particiones de [0, 1] y aplicaciones . La Figura 1 ilustra cémo interviene A al calcular la distancia

entre dos funciones.
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Figura 1: Distancia de Skorohod. Deformacién del tiempo mediante .
El gréfico de la izquierda muestra como aplica A un entorno de t = 0,5. El grafico de la
derecha muestea dos funciones discretizadas en [0, 1]: la roja es una funcién constante y la
azul es salto. Las lineas de puntos naranja ilustran las correspondencias de valores entre

las dos funciones de acuerdo con A(t) mostrado en el grafico de la izquierda.

2.3. Modbdulos de continuidad

(0,1] — (0,00) que

proporciona una forma de cuantificar el grado de continuidad de funciones de C|0, 1] y DJ0, 1].

El médulo de continuidad de una funcién es una aplicacién w,(6) :

Permitira caracterizar la compacidad relativa en los espacios de funciones C[0,1] y D[0,1]. En
particular, en el espacio D[0, 1] da lugar a una variante de la idea de equicontinuidad, adaptada
a funciones que pueden presentar discontinuidades.

Espacio C[0,1]: Dado z € C[0,1] o z € D|0, 1] se define:

w(z,d) = w,(0) = sup wylt,t + 0],

0<t<1-6

0<d<1,

donde w,(T') se define para T C [0, 1] como:

w,(T) = Sup |z(s) — =(t)]-

Médulo de continuidad w: Dado x € C|0,1], la definicién anterior es equivalente a:

w(z,0) = w,(0) = | S_l;gé |lz(s) — z(1)],

0<d<L (4)



La siguiente condicion es condicion necesaria y suficiente para que la funcién x sea uniforme-
mente continua en [0, 1]:
lim w(z,d) = 0.

6—0
Asimismo, un familia de funciones de C[0, 1] es uniformemente equicontinua si y sélo si:

lim sup w,(§) = 0.

En § 4.1.1 veremos que el Teorema de Arzela-Ascoli se puede enunciar en términos del médulo
de continuidad (4).

Espacio D[0,1]: Los saltos que caracterizan las funciones cadlag no pueden ser controlados
por el médulo de continuidad (4) en el siguiente sentido: Dada una funcién z € D[0, 1] con un
salto de tamafio a > 0 en el punto ty € [0,1], el supj;_; <5 [z(s) — z(t)| no puede tender a 0:
para todo 0 > 0 se puede elegir s 1 tg y t = to tales que |s — t| < 6, pero |z(s) — z(t)| = a > 0.
En consecuencia, el salto impone una cota inferior positiva y w,(d) no puede decrecer a 0. Esto
hace que el médulo de continuidad (4) no sea 1til para caracterizar la compacidad en el espacio

D|0,1]. Se definen en su lugar dos médulos de continuidad en el espacio D[0, 1], w’ y w".

Médulo de continuidad w’:

wi(z,0) =w (6) = inf mixw,[ti_i,t), 0<d<1, 5
(z,0) = wy(9) pgnf | mdx [ti1, i) (5)
donde el infimo se toma sobre todas las particiones d-sparse, definidas como aquellas particiones
{ti}izo1,..» de [0,1] para las que mini<;<, (t; — ti1) > 6.
w’ caracteriza las funciones cadlag. En concreto,

limw'(x,8) =0 siy sélosiz e D0,1].
6—0

Asi, esta condicién implica que x satisface las propiedades mencionadas anteriormente en § 2.1.
El Lema B1 p. 122 caracteriza esas condiciones de la siguiente forma: Dado € > 0 existe una

particion 0 =tg < t; < --- <t, =1 tal que
Wylti—1,t;) <€ parai=1,... 0.

La utilidad de w/(0) se deberd a que éste puede tomar valores préximos a cero incluso cuando
x tiene discontinuidades. Intuitivamente, el motivo es que la restriccién a particiones d-sparse
impide generar una sucesién de particiones en las que el intervalo que contiene el salto de la
discontinuidad (y que podemos suponer que contiene el supremo de todos los intervalos de
la particién) contenga el infimo de los saltos sobre todas las particiones. De otro modo, la
restriccion a particiones d-sparse hace que los saltos sean ignorados por el infimo.

En § 4.1.2 veremos que la compacidad relativa de una familia de funciones de D|0, 1] se puede

caracterizar en términos del médulo de continuidad (5).



Médulo de continuidad w" :

w”(x,0) = wl(0) = _sup {la(t) — z (t)| A |z (t2) — x(2)]}, 0<d<l1. (6)

Aunque para z € DI0, 1] se cumple w”(x,4) | 0 cuando ¢ | 0, por si misma, w” no caracteriza
las funciones cadlag. Por ejemplo, para las funciones 1jg1/,) 0 1j1_1/n,1] se tiene w” = 0, pero
w' =1 paran > 1/§. No obstante, en § 4.1.2 veremos que la compacidad relativa de una familia
de funciones de DJ0, 1] se puede caracterizar en términos del médulo de continuidad (6) si se

anaden condiciones que controlen las oscilaciones en tornoat =0y at = 1.

2.3.1. Desigualdades

Las siguientes desigualdades son de utilidad (se demuestran de forma relativamente inmediata

de las definiciones de infimo/supremo y del tipo de particiones):
w w(x,0) <w(x,20), parad<1/2.
» w(z,d) < 2w'(w,0) +j(x), con j(x)=supy <y |2(t) — 2(t7)].
» w(z,d) <2w'(x,0), parazeC.
w w'(x,0) < w'(z,9).

La siguiente desigualdad no se menciona en Billingsley, pero resultara necesaria para justificar

la demostracion en § 4.3 p. 31.

w'(z,0) < 2w (x,0) Vay(6) Vb, (0) para 6 < = y (7)

a;(6) = SUPo<t<s |z (t) — z(0)
by (0) = supy_s<i<1 |z(1) — ().

En principio, podriamos considerar la desigualdad
w'(x,0) < 2w"(x,0) + supye (o |2 (t) — x(t=)],

analoga a la segunda desigualdad para w y w’. A pesar de que esta desigualdad se cumple,
veremos que en las condiciones del Teorema 4.5 esta desigualdad no es suficiente para demostrar
lo que se requerira en ese apartado. De hecho, el siguiente ejemplo muestra que la cota dada

en (7) es una mejor aproximacion.

o
o
IA

t
t

AA
g

L,

N =
IA

Calculamos el valor de los modulos de oscilacién para este ejemplo:

o w’(x) = 0: Si § ¢ [t1,ts], entonces z is constante y la contribucién de ese intervalo es
cero. Si % € [t1,1s], el salto minimo contra los laterales serd con ty y resultard también

nulo. De manera que w” no detecta el salto en esta trayectoria.



o a,(8) =0, b, (0) = 0: Cerca de los extremos la trayectoria es constante.

o w'(x,d) = 0: Si tomamos una particién {t;} de [0,1] que incluya t; = 3, entonces para

1
’2
es constante. Por ser w’ el infimo del mayor salto sobre las particiones de tamafo superior
ad, w(x,d)=0.

0 < % en cualquier intervalo de longitud superior a § del tipo [, 5) o [%, 1), la trayectoria

Ambas desigualdades se satisfacen, pero la segunda resulta poco informativa por coincidir la

cota con el mayor salto en cualquier punto de la trayectoria:

0=w'(z,0) < 2w"(x,8) +sup,cylr(t) —x(t—-)=0+1=1.

0=w'(x,0) <2w"(x,8) Va,(8) Vb,(§) =0,

Revisando las hipétesis del Teorema 4.5 que veremos en su momento, se observa que estas
permiten controlar: oscilaciones rapidas de ida y vuelta® en el interior de [0,1] a través de w”;
los saltos préximos al extremo ¢ = 0 por la continuidad por la derecha de las funciones cadlag;
los saltos préximos al extremo ¢ = 1 por una condicién requerida expresamente en el Teorema.
Esta observacién lleva a pensar en la necesidad de incluir en la desigualdad las tres zonas de

las particiones de [0, 1] (interior y entornos de ambos extremos).

Comprobamos que se cumple la desigualdad propuesta en (7): Dado § € (O,%)

denotamos w” = w”(x,0) y construimos una particién de [0, 1] denotada

{to=0, t; =6, to, ..., bty ooy by = 1 =0, £y =1},
de forma que para todo 2 < j < m — 1 se cumpla
welt, tiv1) < 20" + €
y para 1 < j <m — 1 se satifaga t; ;1 —t; > 0, es decir, d-sparse.
» Construccién de la particién: Dado ¢; < 1 — 6, si para todo t € [t;,1 — d] resulta

sup [z(u) — x(s)] < 20" + ¢,
tj<s<u<t

entonces se define ;11 = 1 — 0 y se finaliza. En otro caso, se define ¢;;; como el primer

t > t; para el que sup, < <.« [z(u) — z(s)| > 20" + €.

= Los intervalos interiores son d-sparse: Supongamos por contradiccion que existe j tal que

tiy1 <1—0ytj1 —t; <w”. Por construccién de de t;44, existirfan s y u tales que:

ti<s<u<tiy y |z(u)—x(s) >2w" +e

30scilaciones causadas por tnico salto son obviadas por w’, como se ha visto en el ejemplo. w” es distinto
de cero cuando en algun intervalo corto [t1,¢2] hay un punto ¢ para el que x(t) estd lejos de ambos extremos.
Esto requiere una oscilacién de ida y vuelta en un intervalo corto.



Consideramos el caso x(u) — z(s) > 2w” + € y localizamos elprimer ¢ € [s, u] para el que
z(t) — x(s) > w" +¢/2,

es decir
lz(t) — z(s)| > w" +¢/2.

Se tiene asi
w(u) — z(t) = (z(u) — x(s)) — (z(t) — z(s)) > u" +¢€) — (W' +¢€/2) =w" +¢/2,
Asi,
lz(u) —z(t)] >w" +€/2 y u—s<tj—t; <.
Dado que w”(z,d) se define como el supremo sobre las particiones, se tiene
w”(x,0) = |a(t) = z(s)| Alz(u) — z(t)] > w”,

que contradice la eleccién inicial w” = w"(z,9).

» Evaluacién: Por definicién w,[0,6) < a,(0) vy w,[1 —6,1) < b,(d) y por construccion de
cada subintervalo interior [t;,t;41) se tiene wy[t;,t;11) < 2w” + €. Asi, hemos comprobado

que para € > ( arbitrario:
w'(z,0) < (20" + €) V ay(8) V by (6).
Tomando € | 0, se confirma la desigualdad:

w'(x,0) < 2w"(x,0) V a(8) V b(9).

2.4. El conjunto Tp

El conjunto Tp se define como el conjunto de puntos de [0, 1] para los que la proyeccién
m 2 D]0,1] — S que asigna m(z) = x(t) es continua excepto en un conjunto no-numerable de
puntos. Es importante aclarar que Tp se define no a nivel de una trayectoria z € D[0, 1], sino
a nivel probabilistico en el espacio D0, 1]. Es decir, lo que se requiere para que t pertenezca a
Tp no es que una trayectoria se continua en t (a pesar de que esto asegura que 7; es continua
en z) sino que la probabilidad del conjunto de trayectorias de D para las que x(t) # x(t™) es
nula. Definiendo

Jy={x € D[0,1] : x(t) # x(t7)},
el punto ¢ € [0, 1] pertenecera a Tp si y sélo si P(J;) = 0.

Se tiene el siguiente resultado (Bp. 138): El conjunto T contiene a t = 0,1 y su comple-
mento es como mucho numerable. Aunque no se detalla aqui, una demostracién posible puede
verse como una version probabilistica de la demostracion de que el conjunto de puntos de dis-
continuidad de una funcién monoénotona real es como mucho numerable. Dado que, como se
ha comentado en la definicién, las trayectorias de D0, 1] son acotadas, cada trayectoria sélo
puede tener un numero finito de saltos superiores a € = % Esta es la base para concluir que el
complementario de Tp es como mucho numerable, o como nos interesara méas adelante, Tp es

denso en [0, 1].
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2.5. Observaciones
2.5.1. Identificacién de (D[0,1],d) con espacio cociente (D[0,1]T, p)/ ~

Se define DT como el espacio de funciones reales definidas en [0,1] cuyos limites por la
derecha y por la izquierda existen para todo t € [0, 1], pero el valor de la funcién en ¢ no tiene
por qué coincidir con ninguno de estos limites. A diferencia del espacio D, en D" no se requiere
continuidad por la derecha.

El Ejercicio B12.1 propone definir una pseudométrica en D de forma que dos funciones de
D7 estan a distancia cero si coinciden en todos los puntos ¢ € [0, 1] en los que ambas funciones

son continuas.

1. Imposicién de limites derechos en D*: Dado x € D definimos 7:

) Hmgra(s), te[0,1)
o) = { w(1), t=1

De esta forma, en los puntos de continuidad  coincide con x, mientras que en los puntos
de discontinuidad toma el valor del limite derecho (que existe por definicién de DT,
aunque no tiene por qué coincidir con el valor de x en ese punto de discontinuidad). Asf,

conseguimos que T € D, donde tenemos definida la distancia d de Skorohod.

2. Construccién de una medida p en DT: Definimos la distancia p de DT a partir de la
distancia de Skorohod, d:

p(z,y) = d(Z,7).

Se comprueba que p es una pseudo-métrica .

No-negatividad: p(z,y) > 0 para todo x,y € D™.

Simétrica: p(z,y) = p(y, z) para todo x,y € DT.

Pseudo-métrica: p(x,x) = 0 para todo z € DT, pero p(x,y) = 0 no implica z = y,

ya x # y € DT pueden dar lugar a Z = . Como veremos, el espacio cociente se

construye a partir de esta observacion.

Desigualdad triangular: p(z,y) < p(z, 2z) + p(z,y) para todo x,y,z € D*:

plr,y) = d(z,7) < d(7,2) +d(z,9) = p(z, 2) + p(2,9).
3. Construccién del espacio cociente: Sea la siguiente relacion de equivalencia en D:
xz~y <= p(z,y)=0.

Definimos asi el espacio cociente Dt/ ~ cuyas clases de equivalencia son los elementos

de DT que estdn a distancia cero para la pseudo-métrica p.

= Observacion: Cada clase de equivalencia contiene una tunica funcién cadlag; i.e.,

un unico elemento de D, que podemos tomar como el representante de la clase.
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e Existencia: Dado x € DT, imponiendo continuidad por la derecha a través de
z € D|0,1] definida anteriormente, se tiene que en todo punto t € [0,1) de
continuidad de x se cumple Z(t) = z(¢) (también para t = 1 por la definicién de

z(1)). Asi z ~ 2 y todo clase contiene al menos una funcién cadlag de D[0, 1].

e Unicidad: Sean f,g € DI[0,1] tales que f ~ g (pertenecen a la misma clase
de equivalencia). Por definicién f y ¢ coinciden en los puntos comunes de con-
tinuidad y en ¢t = 1. Por la observacion que veremos en § 2.5.3, los puntos de
continuidad determinan la trayectoria, lo que implica que debe ser f = g en todo
t € [0,1]. En consecuencia, una misma clase de equivalencia no puede contener

dos funciones cadlag diferentes.

4. El espacio (D,d) es isométricamente equivalente a (D*/ ~, p): Definimos la apli-
cacion:
®: DY/ ~— D|0,1], O([z]) ==z

y dotamos el espacio cociente D/ ~ con una métrica, denotada p, a partir de la pseudo-
métrica p de D™
p(lz], W) = p(x,y), para[z],[y] € D7/ ~.

» ® estd bien definida: Si [z] = [y], entonces p(x,y) = 0 y por tanto T = y. De manera

que ®([z]) no depende del representante de clase elegido.
= Se comprueba que p es una métrica.
= & es una isometria: d(®([z]), ®([y])) = d(z,9) = p(z,y) = A([2], [y])-

» Por la observacion en § 2.5.3 (el conjunto de puntos de continuidad es denso) y dado
que se ha visto que cada clase de equivalencia contiene una tnica funcion cadlag, se

concluye que ® es una biyeccion.

De este ejercicio se concluye y plantea:

= La métrica de Skorohod no tiene en cuenta las diferencias que se producen en los puntos
de discontinuidad de dos funciones. Sélo se tiene en cuenta el comportamiento de las

funciones en los puntos de continuidad.

= ;Podria inferirse una métrica completa de D a partir de una métrica completa en el es-
pacio cociente donde se puede embeber el espacio D? De acuerdo con el Teorema M43.7
todo espacio métrico se puede embeber isométricamente en un espacio métrico completo.
Aunque se ha planteado alguna posibilidad (siguiendo por ejemplo una estrategia similar
al Ejercicio M43.9), no se ha encontrado la construccién que permitirfa definir tal em-
bebimiento. Tras este intento, se ha revisado la literatura al respecto. En particular se
ha revisado el trabajo de Lifshits y Vysotsky (2020), que se apoya en la definicién de
turbofunciones. Aunque interesante desde el punto de vista tedrico, no se ha encontrado
una aplicacién directa en los desarrollos presentados en este trabajo. Como se observara

en el planteamiento propuesto en este trabajo para justificar el Teorema de Donsker en el
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espacio D, lo relevante de la métrica es que existe y que convierte al espacio en separable.
Explicitar expresiones o definiciones alternativas para su cédlculo no resultara necesario

una vez observado el papel de la métrica en este contexto.

2.5.2. CJ0,1] es nunca denso en DJ[0, 1]

El Ejercicio B12.3 propone demostrar que el espacio C[0, 1] de funciones continuas en [0, 1] es
nunca denso en D[0, 1].

La afirmacion anterior puede resultar en primera instancia contraintuitiva. Pareceria que
cualquier funcién de D se puede aproximar por medio de funciones continuas. Suponiendo
una discontinuidad en el punto ¢, bastaria definir una sucesién de funciones continuas que se
aproximen al limite derecho de la funcion. En ese caso C' seria en realidad denso en D. Por
ejemplo, si x € D \ C tiene una discontinuidad en el punto tg, siendo z(t) = 0 para t < tgy
x(t) = 1 para t > to, podemos definir la siguiente sucesién de funciones continuas (Garcia y
Murnioz, 2014, Ejemplo 1.10):

0 sitel0,s— 1]
To(t) =dnt—2+1 site[;—11].
1 sitels,1]

Sin embargo, esto seria contradictorio con que C es cerrado. Una sucesion convergente de
funciones de C' converge a una funcion C'. De manera que el ejemplo anterior no es valido para

contradecir el enunciado propuesto.

Demostracién del enunciado: Veremos que el interior de C' es vacio. Comprobando que C'

es ademas cerrado, se concluye que C' es nunca denso.

= El interior de C' es vacio: Ninguna bola abierta de D puede estar contenida en C': Para

todo x € C'y para cualquier radio r > 0, existe una funcién y € D\ C tal que d(z,y) < r.

Dada un funcién x € C'y un r > 0, elegimos ¢y € (0,1), 0 € (0,r) y definimos y(t) como
2(t), t < to,
z(t) +6, t>t.

Se comprueba que y € D\ C"

e y es cadlag: En todo t es continua por la derecha y existe el limite por la izquierda.

e y no es continua: En ¢y hay un salto de tamano d: y(t;) = z(to), y(to) = z(to) + 9.

Para la funcién identidad contenida en A, A(t) = t, la distancia d(z,y) de Skorohod es:

sup [A(t) — 2] =0, sup [x(t) — y(A(1))] = sup |z(t) — y(1)] = 6.
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Vemos asi que en el interior de cualquier bola abierta By(x,r) alrededor de una funcién
continua x, existe una funcién cadlag discontinua como y. Por tanto, ninguna bola abierta
puede estar contenida en C i.e.: Int(C) = @.

» (' es cerrado: Sea una sucesiéon z,, € C[0, 1] tal que x,, — x con la métrica de Skorohod.
Existe {\,} € A tal que

sup | An(t) —t| =0 y sup|z,(Au(2)) —x(t)] — 0.
t t

Cada x, es continua y cada ), es continua y estrictamente creciente, de modo que la

composicion

es una funcién continua en [0, 1]. Ademds z, — x uniformemente, ya que
sup |2 (t) — ()] = 0,
t

Dado que el limite uniforme de una funcién continua es continua (Teorema del limite
uniforme M21.6), se tiene que x € C[0, 1]. El limite de una sucesién de funciones continuas

convergente con la distancia de Skorohod es asi una funcién continua. En consecuencia,

C es cerrado en (D, d), i.e.: C = C.

De los dos puntos anteriores se deduce que la clausura de C tiene interior vacio: Int C' = Int C' =
J.

2.5.3. El conjunto de puntos de discontinuidad de DJ[0,1] es pequernio

Al comienzo de la Seccién B12 (Lema B1) se concluye que el conjunto de puntos de discon-
tinuidad de las funciones cadlag es pequeno en términos de cardinalidad, como mucho
numerable. Veremos que este conjunto de puntos de discontinuidad es también topolégica-
mente pequeno en el sentido de que su clausura no contiene abiertos.

Recordamos el siguiente Teorema M48.5: Dada una sucesién f, : X — Y de funciones conti-
nuas tales que f,(x) — f(z) para todo x € X, con f: X — Y, siendo Y un espacio métrico; si
X es un espacio de Baire,* entonces el conjunto de puntos de continuidad de f es denso en X.

En nuestro caso X = [0, 1] es un espacio de Baire y el conjunto de puntos de discontinuidad
seria nunca denso, por ser el complementario de un conjunto denso.

Sabemos que las funciones cadlag se pueden aproximar por funciones escalonadas (como se
hace en Lema B3 p. 127). A su vez, podemos aproximar estas funciones escalonadas por funciones
continuas (por ejemplo mediante interpolacién lineal en un intervalo pequeno alrededor de cada

discontinuidad). Obtenemos una sucesién de funciones continuas que converge (por punto) a

4Un espacio de Baire es un espacio topoldgico en el que la unién numerable de conjuntos cerrados con
interior vacio tiene también interior vacio. Por ejemplo: espacios de Hausdorff compactos o un espacios métricos
completos.
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la funcién cadlag.® Se completa asi la aplicabilidad del Teorema anterior, concluyendo que el

conjunto de puntos de discontinuidad de una funcion cadlag es nunca denso.

3. Algunos resultados técnicos.

En esta seccién se contextualizan varios resultados técnicos, que seran algunas de las herra-

mientas empleadas para demostrar los teoremas principales o de méas inmediata relevancia.

Conjunto de continuidad P: Es aquel conjunto A perteneciente a la o-algebra en la que

estd definida una probabilidad P y cuya frontera tiene probabilidad nula, es decir P(0A) = 0.

3.1. Portmanteau: Condiciones equivalentes para convergencia débil

Sea S un espacio métrico y S la o-dlgebra generada por los abiertos de S. El par (5,S) se
denomina espacio de los estados. Dadas las medidas de probabilidad P, y P definidas en (5, S),

son equivalentes:

(i) P, = P, ie. P, converge débilmente a P, definida en cualquiera de las siguientes condi-

ciones (ii) — (v).

(ii) P.f = /fdPn — /fdP := Pf para toda funcién real f acotada y uniformemente
S S

continua.
(iii) limsup,, P,F' < PF para todo conjunto F' € S cerrado.
(iv) liminf, P,G > PG para todo conjunto G' € S abierto.
(v) P.(A) — P(A) para todo conjunto A € S de continuidad P, i.e. P(0A) = 0.

En el apartado § 3.1.1 se dan algunas ideas intuitivas del tipo de convergencia que implican
estas equivalencias y en qué sentido puede entenderse que es una convergencia débil.

Una variable aleatoria X que aplica el espacio de probabilidad (2, F,P) en el espacio de
los estados (S,S) induce una medida de probabilidad en (S5,S8) dada por (para A C S):
P(A) = P(w € Q : X(w) € A). Esta medida de probabilidad se denomina distribucién o
ley de probabilidad de X. Una sucesién de variables aleatorias {X,} converge a X si sus
distribuciones convergen y se denota: X, = X si P, = P. Las equivalencias anteriores se

pueden expresar en términos de convergencia en distribucion de variables aleatorias:
i) X, = X.
(ii)) E(f(X,)) = E(f(X)) para toda f acotada y uniformemente continua.

(iii) limsup, P (X, € F) <P (X € F) para todo F' € S cerrado.

5Obsérvese que esto no contradice lo comprobado anteriormente (C es nunca denso en D) ya que esta

convergencia es por punto y no en la norma del espacio.
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(iv) liminf, P (X, € G) > P (X € G) para todo G € § abierto.

(v) P(X, € A) - P (X € A) para todo conjunto A € S de continuidad P, i.e. P(0A) = 0.

3.1.1. Observacién sobre la convergencia débil

En el apartado anterior se han establecido las equivalencias formales para la convergencia, que
en el contexto de medidas de probabilidad se denomina convergencia débil. En este apartado
ilustraremos la idea intuitiva de convergencia y en qué sentido entiendo que esta convergencia
es débil.

En la asignatura del grado Espacios Normados hemos visto que en el espacio de operadores
lineales se define la topologia débil como la topologia menos fina para la que los funcionales
lineales son continuos. El Teorema de representacién de Riesz muestra que los funcionales
lineales son de la forma |, ¢ Jdp para funciones f continuas y acotadas. Esto se corresponderia
con la equivalencia (ii) de Portmanteau. Sin embargo, la relacién entre la convergencia de
medidas de probabilidad y la convergencia en la topologia débil no resulta del todo clara.

Es natural entender que la convergencia es débil en el sentido de que es menos estricta o
fuerte que la convergencia con la medida del supremo. Esto se ilustra en el siguiente ejemplo
con S =R, B, =01/, y P = 0. Consideramos la medida de probabilidad de Dirac d,, para la
que d,(A) =1 cuando a € A y 0 en otro caso. En este caso se tiene convergencia en el sentido
de la equivalencia (ii) de Portmanteau (denominada débil) ya que para toda funcién f continua

y acotada se tiene:

Asi, decimos que 01/, = (50.
Sin embargo, si consideramos la distancia del supremo sobre todos los conjuntos de Borel
B(R):

dsup(él/na 50) = Sup |51 /n - 50(A)‘
A€B(R)

y elegimos el conjunto A = {0}, entonces, dado que {1/n} ¢ {0}, se tiene:

6o(A) =0({0}) =1, dum(A) = 61/n({0}) =0,
[01/n(A) = do(A)] = [01/a({0}) = 00 ({0})[ = [0 = 1] = 1.

En consecuencia la distancia del supremo serd dsup(01/5,00) > 1. De hecho sera igual a 1, ya

que 01/n(A) y 6o(A) sélo toma valores 0 6 1 para cualquier A € B(R). Asi, para todo n se tiene:

dsup(01/n,60) =1

Intuitivamente: Si contrastamos la convergencia por medio de funciones continuas y acotadas,
éstas no detectan la discontinuidad en {0} y se concluye que existe convergencia. Sin embargo,
si contrastamos convergencia por medio de conjuntos de Borel, dado que podemos encontrar
dos conjuntos de Borel que separen el evento {0} como en el ejemplo, la convergencia no es

posible. La convergencia de medidas de probabilidad en los teoremas del limite no requerira
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una topologia tan fuerte como la de la distancia del supremo, sino en los términos que se define
en las equivalencias de Portmanteau. En este sentido puede entenderse la denominacién de

convergencia débil.

3.2. Estabilidad de la convergencia

Muchos de los resultados cldsicos de convergencia en variables aleatorias reales (Vélez Ibarrola,
2019, Capitulo 16) se extienden al caso de espacios métricos no euclideos. En este apartado se
presenta uno de estos resultados en espacios productos que resultara relevante.

El siguiente Teorema 3.1 se puede interpretar de la siguiente manera: La convergencia es
estable ante pequenas perturbaciones. La demostracién dada en Teorema B3.1 p. 28 es muy

escueta. Completaremos aqui los detalles de esa demostracion.

Teorema 3.1 (La convergencia es estable ante pequenas perturbaciones). Sea S un espa-
cio métrico con distancia p y sean (X,,Y,) elementos aleatorios de S x S. Si X,, = X y
p (X, Y,) = 0, entonces Y, = X.

Aclaraciones previas:

= El concepto elemento aletario extiende el de variable aleatoria al caso en el que el espacio
de destino no es la recta real con la métrica usual. Es decir, X,,, Y,, son aplicaciones
medibles de F a un espacio métrico general (S, p), donde F es la o-dlgebra de un espacio
de probabilidad (2, F, P).

= Desarrollando la notacién del segundo supuesto del teorema como:
P(w cq: p(Xn(w),Yn(w))> 0,
resulta mas transparente que:

o p(X,,Y,) es una variable aleatoria.

o La convergencia es a una distribucién degenerada en 0, en cuyo caso (Vélez Ibarrola,

2019, Capitulo 16) es equivalente a convergencia en probabilidad:
P(w eQ: p(Xn(w),Yn(w))> <e— 1, parae> 0 arbitrario.

Demostracion. Sean € > 0 arbitrario y F' un conjunto cerrado de S. Consideremos los conjuntos:
A ={we:Y,(w) e F} = {Y,eF},

B :={weQ: p(Xn(w) ) = et = {p(Xn, Ya) > e},
C ={weQ:p(X,(w) ) < e} = {p(Xn, Yn) <€}

Yo (w)
Yo (w)
Los conjuntos B y C' son mutuamente excluyentes, luego obviamente A C B U C. Por la

monotonicidad y subaditividad de la medida de la probabilidad, se tiene la desigualdad:
P({Y, € F}) < P({p(Xy, Y) = €}) + P({p(Xy, Y3) < €}). (8)

17



» Conjunto B: Por hipdtesis se tiene convergencia en probabilidad p(X,,Y,) = 0y por la

condicién (iii) de Pormanteau § 3.1 aplicada al conjunto cerrado [¢,00) C R esto implica:

limnsupP(p(Xn,Yn) € [e,00)) < P(0 € [¢,00)) = 0. (9)

» Conjunto C: No podemos aplicar la misma idea que para B porque (0, €) es abierto y, en
ese caso, la condicién (iv) de Pormanteau conduce a una desigualdad > que no resulta
informativa en este caso. Sin embargo, podemos observar que el conjunto C' se puede
escribir en términos del conjunto cerrado F, = {x € S : p(z,F) < €}. En concreto

veremos que:
paraw € A:={Y, € '}, C :={p(X,,Y,) < €} coincide con {w € Q: X, (w) € F.}.

Sea w € Q tal que Y, (w) € Fyw € C, es decir, p(X,(w),Yn(w)) < e. A partir de la
definiciéon de distancia de un punto a un conjunto:

p(Xn(w), F) == inf p(Xp(w), 2) < p(Xn(w), Yn(w)) <e.

z€F

Asi, en este caso w € {w' € Q: X, (w') € F.}.

Dado que por hipétesis X,, = X y que F, es cerrado, de nuevo por la condicién (iii) de
Portmanteau se tiene:
limsup P(X,, € F,) <P(X € F,). (10)

Aplicando (9) y (10) en la desigualdad (8) se concluye:
limsupP(Y, € F) <0+ P(X € F,) = P(X € F).

Por ser F' cerrado, F, decrece a F' cuando € — 0 y dado que P es continua superiormente:
limsupP(Y,, € F) < HI%P(X eF)=P(XeF).
n €E—r

De nuevo por la condicién (iii) de Pormanteau, la expresién anterior es equivalente a Y, =
X. m

Corolario 3.2. Sustituyendo en el Teorema 3.1 X,, por X se concluye: Convergencia en pro-
babilidad de p(X,Y,) a0, denotado p(X,Y,) = 0, implica Y,, = X. Es decir, si para todo € se
tiene P({w € Q: [p(X (w), Yo (w)) — 0] < €}) — 1, entonces Y, converge en distribucion a X.

Usando los mismos argumentos anteriores e imponiendo una condicién adicional, el siguiente
Teorema 3.3 (Teorema B3.2) justifica que es posible probar resultados de convergencia a partir
de una aproximacién X, de X, con la que resulte més sencillo trabajar, siempre y cuando el

error de aproximacion sea asintoticamente nulo.

Teorema 3.3. Sean {(Xun, X,)}n elementos aleatorios de S x S y u un entero positivo fijado
de antemano. St Xyy, =n Zu = X Y st para todo € > 0
lim lim sup P [p (Xun, Xy) > €] = 0,

entonces X, =, X.
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3.3. Teorema de la aplicacién continua

Dados dos espacios métricos S y S’ con sus respectivas dlgebras de Borel S y &’ y dada una
medida de probabilidad P definida sobre &, una funcién medible A : S — S” induce una medida
de probabilidad P’ = (Ph™') en &' de la sguiente forma. Sean A’ € &'y h"'(A') ={a € S :
h(a) € A’} € S,

P'(A") = (Ph7Y) (A) = P(h1(A)).

Una cuestion que resulta de utilidad en muchas aplicaciones es: ; En qué condiciones la conver-
gencia P, = P en S implica convergencia de las probabilidades inducidas (P,h™') = (Ph™!)
en 8’7

A partir de la caracterizacion (ii) de Pormanteau, segun la cual P, f — P f para toda funcién
real f acotada y uniformemente continua implica la convergencia débil P, = P en S, un
cambio de variable (Valdivia, 1988) permite comprobar que si h es continua entonces se tiene

convergencia en las probabilidades inducidas por h sobre S’.
Ri= [ 1w Ea ) = [ Sk
5 s
— / Fhlae)Pdr) = Pf = | ) (Ph) (dg) = (PH") 1.

Lo anterior podia ser esperable, ya que en el grado hemos visto que las funciones continuas pre-
servan muchas propiedades topoldgicas del espacio de origen, como son los limites de sucesiones.
Sabemos, por ejemplo, que si f es una funcién continua y z,, — x, entonces f(z,) — f(z).

La convergencia débil de las medidas de probabilidad permite relajar el requerimiento de
continuidad. En concreto se tiene el siguiente resultado, segiin el cual la continuidad casi segura
de h es suficiente para que las discontinuidades no afecten a la distribucion limite. Denotamos

como Dy, el conjunto de puntos de discontinuidad de h.

Teorema 3.4. Teorema de la aplicacion continua. Supongamos que P, = P en S y
h:S — S es medible (no necesariamente continua). Sea Dy, el conjunto de puntos de disconti-
nuidad de h. Si P(Dy) =0, entonces (Ph™'), = (Ph™') en 8'. Equivalentemente, si X,, = X
y P(X € Dy) =0, entonces h(X,) = h(X).

Aunque en § 3.1.1 se discutira en qué sentido es débil la convergencia, lo anterior muestra que
el requerimiento para la convergencia en espacios de medidas de probabilidad no es tan fuerte

como en otras situaciones.

3.3.1. Demostracion alternativa

Billingsley demuestra el Teorema 3.4 anterior a partir de la equivalencia (iii) de Portmanteau
§ 3.1. Siguiendo las indicaciones del Ejercicio B2.10, aqui lo demostraremos a partir de la equi-
valencia (v). El Ejercicio B2.10 contiene varias erratas. Curiosamente, determinar la correccién

de esas erratas es lo que ha dado la pista para encontrar la linea argumental adecuada en la
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demostracion alternativa propuesta en el ejercicio. El enunciado original del primer apartado

es:6

Without using the mapping theorem, show that P, = Pg if P,g — P for all
bounded, continuous g such that P (D,) =0,

donde D, denota el conjunto de puntos de discontinuidad de g.

= Se entiende que g es medible de Borel, no continua, ya que en este ultimo caso se tendria
trivialmente P(D,) = 0.

» En lugar de ‘P, = Pg si P,g — P’, deberia ser:

bien P,= P si P,g — Py, (11)
obien P,g— Pg si P,= P. (12)

Como se describe a continuacion, el trabajo de este ejercicio ha conducido a comprobar que
se satisfacen las dos implicaciones del segundo punto. De hecho, ambas seran necesarias para

completar la demostracion dada en este apartado.

» Si P,g —+ Pg entonces P, = P: Intuitivamente: el conjunto de funciones continuas
en casi todo punto es suficientemente grande como para llegar a la condicién (v) de las

equivalencias de Portmanteau § 3.1.

Del mismo modo que los conjuntos cerrados se representan por medio de funciones indica-
trices para demostrar que una medida de probabilidad estd completamente determinada
por funciones acotadas y uniformemente continuas, representamos por medio de f = 14

a un conjunto de continuidad P.”
Los puntos de discontinuidad de 1,4 son precisamente la frontera de A, Dy, = 0A y dado
que 14 es medible y acotada, podemos aplicar la hipdtesis de este punto para g = 14:

Pn(A):PnlA%P]_A:P(A)

Se cumple asi la equivalencia (v) de Portmanteau § 3.1, i.e. P,(A) — P(A) para todo

conjunto de continuidad P. En consecuencia P, = P.
= Si P, = P entonces P,g — Pg:

o Por hipédtesis g es acotada. Podemos suponer que en particular 0 < g(x) < 1 (para

g(w)—a)

otro rango [a,b] € R podriamos aplicar lo siguiente a la transformacion %~

6Modifico la notacién orginal del texto empleando g en lugar de f, ya que f se ha identificado en varias

ocasiones con una funcién real acotada uniformemente continua.
"Es decir, A € S y P(0A) = 0 segiin definicién en p. 15.
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o El ejercicio sugiere aplicar la misma idea que en la demostraciéon (v) = (i) de las

equivalencias de Portmanteau, que se apoya en el siguiente resultado:®

Png:/oan({g>t}) dt, Pg:/olP({g>t}) dt.

donde {g > t} denota conjuntos de supernivel {s € S : g(s) > t}. Lo anterior se
cumple si P,({g > t}) — P({g > t}) para casi todo t € (0,1).

o Para casi todo t Los conjuntos de supernivel {g > t} son conjuntos de continuidad

P: Comprobamos primero la siguiente inclusion:
Mg >ty D,U{g ="t}

Supongamos que z ¢ D, U {g = t}. Tenemos entonces que ¢ es continua en z y
g(z) # t. Si ademds fuera g(x) > ¢, por la continuidad en ese punto exisitiria un
entorno U de z en el que g(y) > t para todo y € U. Por tanto se tendria U C {g > t}
y deberfa ser x ¢ 90{g > t}. De forma similar, si g(z) < t, deberia ser de nuevo

x ¢ 0{g > t}. De modo que se satisface la inclusién anterior.

o Por lo anterior: P(0{g > t}) < P(D,) + P({g = t}) = P({g = t}). Observamos
que los conjuntos {g = t} son disjuntos para diferentes valores de ¢, de manera que
sélo puede haber como mucho un conjunto numerable de valores ¢ en el rango [0, 1]
para los que P({g = t}) > 0. Es decir, para todo ¢ excepto un conjunto como mucho
numerable de [0, 1] debe ser P({g = t}) = 0. De otro modo, para casi todo ¢ los
conjuntos {g > t} son puntos de continuidad P, es decir P(9{g > t}) = 0 en casi
todo t.

o Aplicando ahora la hipdtesis P, = P a los conjuntos {g > t}, por la equivalencia

(v) de Portmanteau se obtiene:
P,({g>1}) = P({g >t}) para casitodot € (0,1).

Por este resultado y el Teorema de convergencia dominada (aplicable 0 < P, (-) < 1):
1 1
P,g:= / P {g>t})dt — / P{g > t})dt := Pg.
0 0

Demostracion alternativa del Teorema de la aplicacién continua: Podemos ahora
proponer la siguiente demostracion alternativa del Teorema 3.4 enunciado en p. 19.

Sean (S,d) y (S’,d") espacios métricos con sus respectivas algebras de Borel S y &'. Sean
P,, P medidas de probabilidad definidas en S y h : S — S’ una aplicacién medible tal que
P(D,)=0.

Suponiendo P, = P veremos que (P,h™') = (Ph™').

8En el Apéndice § 7 se enuncia este resultado relacionado con el Principio de Cavalieri.
9Para que la condiciones del tipo P(Dj,) = 0 que se hacen aqui tengan sentido, se requiere Dj, € S. Billingsley

p- 243 muestra que el conjunto Dj, se puede expresar como unién de interseccién de abiertos.
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Sea f :S" — R una funcién acotada y medible tal que sus puntos de discontinuidad tienen
probabilidad nula para la probabilidad inducida, es decir, (P,h™!) (Dy) = 0.
Definimos la composicion ¢ = fo h : S — R, que es por construcciéon acotada y medible.

Estudiamos los puntos de discontinuidad de g = f o h. Observamos que
Do, C Dy UL (Dy) yconello P(Dyoy) < P(Dy) + P(h™(Dy)).
Por la definicién de la probabilidad inducida y la definicién anterior de Dy,
P(h™!(Dy)) = (Ph7") (Dy) = 0.

Ademés, por hipdtesis P(Dj,) = 0. En consecuencia, los puntos de discontinuidad D, tienen
probabilidad nula,
P(Dyop) = 0.

Retomamos ahora la condicién (12) justificada anteriormente, segtin la cual si P, = P, entonces
para toda funcién acotada y medible g tal que P(D,) = 0, se cumple P,,g — Pg. Aplicdndolo
a g = f oh, se tiene

P,(foh)— P(foh). (13)

Por ultimo, aplicamos sobre P, y P el mismo cambio de variable que en la demostraciéon original
(B p. 20):

() = [ 1) (P () = [ @) ) = Po(s o),
(Pr) 1 = [ 1) (Ph) (dy) = [ f0la) Pldo) i= P(s o b
S’ S

y con ello, por el resultado (13), (P,h™Y) " f — (Ph™Y) f.
Como este resultado se cumple para toda funcién f : § — R acotada y medible para la que

(Ph=1)(Dy) = 0, por la condicién (11) justificada anteriormente se concluye:
(P.h7t) = (PR,

que es el resultado del Teorema de la aplicacién continua.

3.4. Teorema de Prohorov

Billingsley detalla en la § 5 una demostracion del Teorema de Prohorov (1956) y en las notas
bibligraficas cita referencias complementarias. Aqui nos limitaremos a enunciar el Teorema, por
motivos de espacio y porque las técnicas de la demostracion no se utilizan en los desarrollos
realizados en este trabajo. No obstante, por ser un resultado fundamental para la tematica de
este trabajo, se ha optado por enunciarlo en el texto y no en el apéndice.

Se dice que una familia II de medidas de probabilidad definidas en (5, S) es relativamente
compacta si toda sucesion de elementos de I contiene una subsucesion que converge débilmente
(no necesariamente a un elemento de IT). Se dice que la familia IT es apretada (tight) cuando

para todo € > 0 y para toda P € II existe un conjunto compacto K tal que P(K) > 1 —.

22



Teorema 3.5 (Teorema de Prohorov. Teorema B5.1 p. 59.). Si una familia de medidas de

probabilidad 11 es apretada (tight), entonces 11 es relativamente compacta.
El resultado reciproco no se satisface en cualquier espacio métrico.

Teorema 3.6 (Reciproco del Teorema de Prohorov. Teorema B5.2 p. 60.). Sea S un espacio

separable y completo. Si 11 es relativamente compacta, entonces 11 es apretada (tight).

3.5. Aproximacion mediante funciones escalonadas

En ocasiones es 1til aproximar una funcién del espacio D[0, 1] por medio de funciones esca-
lonadas de la siguiente forma. Se toma una particién ¢ = {0 = sy < sy < -+ < s = 1} y se
define A, : D — D como:

(Ag(2))(t) = 2(su—1) parat € [s, 1,5u), (Ag(2))(1) = 2(1).

Esta aproximacion fija el valor de la trayectoria durante la longitud de cada subintervalo en el
valor que toma la trayectoria original = en el extremo izquierdo del subintervalo.

Si las particiones se restringen de forma que la longitud del mayor subintervalo no supera ¢:
HO’H = méX(Si — Si—l) S 5,
se obtiene la siguiente desigualdad para la distancia de Skorohod:

d(Ao(w), x) := fnf {sup[A(t) =1 V sup [z(t) —y(AE)]} < 0V wy(6). (14)

Billingsley (Lema B3, p. 127) construye una particién que demuestra la desigualdad anterior.

Basicamente, se trata de definir una particiéon tal que:
sup [A(t) —t[ <6,
sup (4, (2))(8) = 2(MD))] < v (0).
De esta forma, se observa que:
= La aproximacion desplaza los tiempos de saltos como mucho un periodo de longitud 9.

= Dado un desplazamiento o deformacion del tiempo A, la diferencia maxima entre el valor

original y la aproximacion de la trayectoria estd acotada por w/(9).

4. 'Tres resultados fundamentales.

4.1. Caracterizacion de compacidad en espacios de funciones

En el grado se ha estudiado el Teorema de Arzela-Ascoli, que caracteriza la compacidad
relativa en espacios de funciones continuas. En esta seccién se retoma este resultado y se enuncia

el teorema andlogo para el espacio DI0, 1].
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4.1.1. Espacio C]0,1]. Teorema de Arzela-Ascoli

Sabemos (Vera y Alegria, 1997, § 1.5) que la clausura de conjunto A C C0, 1] es compacta si

y s6lo si es puntualmente acotado y equicontinuo. Estas condiciones son equivalentes a:

sup |z(0)] < oo, érbitas en ¢ = 0 acotadas,
€A
lim sup w,(6) = 0, equicontinuidad uniforme.

Aparentemente la primera condicion es mas débil, ya que requiere acotacion sélo en el punto
t = 0. Veremos que esta condicion, junto con la condicién de equicontinuidad uniforme, implican
que las funciones son uniformemente acotadas (de hecho se requiere para la demostracion de
suficiencia de estas condiciones para compacidad).

Supongamos que se satisfacen las dos condiciones anteriores. Para un ¢ > 0, por la hipdtesis
de equicontinuidad uniforme existe dy > 0 tal que w,(dy) < € para todo x € A, es decir, para

todo = € A se cumple
|z(t) — z(s)| < e siempre que |t — s| < dy.

Definimos una particién finita {¢;};— . n de [0, 1] de tamano no superior a N > %, por ejemplo:

1 1
O=th<ti=—=<t=—<...<ty=1.
0 1 N N N

Asi, para cualquier ¢t € [0,1] y x € A existe ), tal que
|z(t) — z(ty)| <€, (basta elegir k que satisfaga [t — tx| < 1/N < ).

Observamos que de tg = 0 a t; no hay mas de k pasos de longitud no superior a dy. En cada
paso las oscilaciones de todo € A no superan el valor wa(dy) < €. En concreto, considerando

la suma telescopica:
k

w(t) = 2(0) + Y _((it/k) =z ((i = 1)/k))

i=1
se tiene:

|2(8)] < [2(0)] + kwa(do) < [x(0)] + ke.

Tomando el supremo

sup sup |z(t)] < sup|z(0)] + ke < oo por la condicién sup |z(0)]| < oco.
x€A tel0,1] z€A z€A

Lo anterior es aplicable para cualquier € > 0 (basta redefinir la particiéon de N intervalos con

dp apropiado). Tomando € — 0 se concluye que

sup sup |z(t)| < oo,
z€A t€l0,1]

es decir, en presencia de equicontinuidad uniforme, es suficiente con acotar las 6rbitas en un

punto ¢t € [0,1] (podria elegirse otro punto t, € [0, 1]) para asegurar que las oscilaciones de
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un conjunto de funciones son también acotadas. Las condiciones anteriores son, por tanto,
equivalentes a la caracterizacion habitual de la compacidad relativa en C'[0, 1].

A partir de aqui, comprobando que A es totalmente acotado (en espacio C' completo) se
completa la justificacién de suficiencia en el Teorema de Arzela-Ascoli. No se reproducen aqui

los detalles de la demostracion dada en Teorema B7.2.

4.1.2. Espacio DJ[0,1]

Los siguientes Teoremas extienden la nocién de compacidad al espacio de funciones DI0, 1]. Lo
novedoso es que la compacidad se enuncia en términos del médulo de continuidad presentado
anteriormente en § 2.3. En el texto de referencia pueden encontrarse las demostraciones en
detalle.

Teorema 4.1 (Teorema B12.3. Primera caracterizacion de compacidad.). Un conjunto A C
D|0,1] es relativamente compacto (clausura compacta) con la topologia de Skorohod si y sdlo

Si:
sup ||z]] < oo, (15)
z€A

lim sup w’,(§) = 0.

En la practica puede ser més sencillo trabajar con el médulo de continuidad w” en lugar de w'.

Controlando las oscilaciones cerca de los extremos de [0, 1], se tiene la siguiente caracterizacion.

Teorema 4.2 (Teorema B12.4. Segunda caracterizaciéon de compacidad.). Un conjunto A C
D|0,1] es relativamente compacto con la topologia de Skorohod si y sélo si, ademds de (15), se
satisface:

lims_,p sup,c 4 w”(0) =0,

lims_,o sup,e 4 |2(6) — z(0)] =0,

lims_,osup,e 4 [2(1) —2(1 = §)| = 0.

4.2. Caracterizacion del apretamiento en espacios de medidas de
probabilidad

Se recuerda de la § 3.4 que una medida de probabilidad P en el espacio de los estados (5, S)

es apretada o tight si para cada e > 0 existe un conjunto compacto K tal que P(K) > 1 —e.

4.2.1. Preliminar: propiedades y analogias

En este apartado se trabajan varios ejercicios propuestos en § B5 que permiten tratar el

concepto de apretamiento desde varias perspectivas.

1. Caracterizacion mediante las funciones de distribucién:
Una sucesion de medidas de probabilidad {P,} sobre la recta real es apretada si y sélo si
la sucesion de sus funciones de distribucion asociadas {F,} satisfacen lim, ,o F,(z) = 1 y

lim, , o F,(z) = 0 uniformemente.
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» Tightness = limites uniformes en las colas: Por hipdtesis existe M finito y un
compacto K C [—M, M] tal que P,(K) > 1 — e. Por la monotonicidad de la probabilidad
P,([-M, M]) > 1 — €. Se tiene entonces:

P,(M,x)) <e < F,(M)>1—¢, P,((—o0,—M]) <e <= F,(—M) <k,
uniformemente en n. Es decir, F,,(z) — 1 cuando z — oo y F,(z) — 0 cuando x — —o0.

» Limites uniformes en las colas = apretamiento: Por hipdtesis podemos elegir M+ >
0y M~ <0 tales que:

inf F,(M™) > 1—¢/2, sup F,(M™) < €/2.
Sea M = max{—M—, M*}. Para todo n y dado que F}, es no decreciente se cumple:

Pn([_M7M]):FH(M)_JTI’II}V[Fn<x> > Fo(M)—Fo(=M) > (1—¢/2)—(¢/2) = 1—e.

Asi, para un € > 0 arbitrario, es posible encontrar un compacto de R, K = [-M, M|, que

satisface el requerimiento de apretamiento P, (K) > 1 — € para todo n.

2. Caracterizacion en distribuciones normales:
Una clase de variables aleatorias normales N es apretada si y sélo si sus medias y varianzas

son acotadas.

» Medias y varianzas acotadas = apretamiento: Sea la variable aleatoria X : (2, F,P) —
R con funcién de distribucién sea Normal de media u < M < oo y varianza o? <V < o0.
Denotamos el conjunto {w € Q : |X(w)| > A} simplemente como {|X| > A}. Si ex-

presamos este conjunto como desviaciones respecto de la media p podremos aplicar la
desigualdad de Chebyshev.

Dado un w, por la desigualdad triangular en R:
X (@) = (X (w) — ) + ] < 1X(@) = gl + |l
Para A > |p| se tiene la desigualdad:
(X(W)]| > A = [X(w) —pl+]u>A = [X(w) —pl > A—|p]
Esta desigualdad por punto implica la siguiente inclusién de conjuntos:
{IX]> A} CH{IX —pf>A—]ul}.
Como |pu| < M, A—|u| > A— M (tanto si |u| < A < M como cuando A > M), se tiene
{X —pl>A—|pl} C{X —pl>A-M},
es decir (por la desigualdad anterior),
{IX]> A} c{IX —p[>A-M}.
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Por la monotonicidad de la probabilidad:
P(X|>A) < P(|X —pu|>A-M).

Aplicando la desigualdad de Chebyshev con E[X —pu] =0y E[(X —p)?| =02 < V:

o? < %4
(A-M)2 = (A-M)?*

PIX[=A) < P(X —pl=2A-M) <

Para € > 0 arbitrario, basta ahora elegir A tal que V/(A — M)? < ¢, ya que entonces la

desigualdad anterior implica la condicién de tightness para el conjunto [—A, A] acotado
de R:
P(Xe[-AA)=1-P(X|>|A]) > 1—¢

= Apretamiento = medias y varianzas acotadas: Sea por ejemplo € = i. Por hipétesis
existe M > 0 tal que para toda X € N/

P(fw e Q: [X(w)| < M}) = P(X| < M) >

A~ w

(16)

Si > M (similar si u < —M), entonces el intervalo acotado [—M, M| queda a la derecha

(izquierda) de p y se tienen las desigualdades

X — M — 1
P(|X|§M>§P<X§M>=P( ko “)SP(Z§0)=§,
g g

donde Z es la distribucién Normal estandar. La anterior desigualdad esta en contradiccion
con (16) (tanto para g > M como u < —M). Por tanto, debe ser u € [—M, M], es decir,

las medias de la clase N son acotadas.

Sabiendo que |u| < M para toda X € N, supongamos por contradiccién que la varianzas
no son acotadas. Podemos seleccionar entonces una sucesiéon {07} que tienda a oco. Si

definimos Xy = u, + 012, se tiene:
PlweQ: | X(w)| <M}N=P(|Xy| <M)=P(—-M < up+o0,.Z < M) =

ZP<M§Z§M—/~%>'
g

k Ok

Pero la longitud del intervalo [ ] es 2M /oy, que tiende a 0 para la sucesion

{o2} — 0o. De manera que P(|X;| < M) tiende a 0 (a la probabilidad de Z en un punto),

—M—pp M—p
or ' Ok
en contradiccién la hipétesis de apretamiento, que implica la desigualdad (16) para el M

elegido. Las varianzas de N deben estar, por tanto, acotadas.

3. Suficiencia de integrabilidad en R:
Una sucesion de distribuciones de variables aleatorias {X, : (Q,F,P) — R} es apretada si

es uniformemente integrable en R.
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» Integrabilidad uniforme => apretamiento: Por hipdtesis existe una constante C' < oo
tal que:
sup F| X, | < C.
n

Dado ¢ > 0 arbitrario elegimos M > 0 suficientemente grande para que % < €. Por la

desigualdad de Markov, para todo n se cumple

E|Xq)
M

P(IX,| > M) < <~ <e

S

Es decir, para todo n
P(X,e[-M,M])>1—c¢.

Asi, para todo n la funcién de distribucion de X,,, F},, satisface:
F.([-M,M]) > 1 —,
que es la condidién de apretamiento para las sucesion {X,,}.

= Apretamiento =~ integrabilidad uniforme. Contraejemplo: Usando la idea opuesta
a los ejemplos que muestran filtraciones de la masa de probabilidad, podemos construir

el siguiente contracjemplo. Sea {X,,} una sucesién de variables aleatorias definida por:

1 1
P(X,=n)=—-, PX,=0)=1--.
n

n
o {X,} es apretada: Dado M > 0, si n < M entonces P(|X,,| > M) =0,ysin > M
entonces P(|X,| > M) =1/n. Asi,

sup P(| X,| > M) = Ml = 0

Asi, para cualquier € podemos encontrar M tal que el compacto [—M, M] acumula
1 — € de la probabilidad.

o No se cumple la condicién de integrabilidad uniforme: Dado M > 0y n > M se
tiene {| X, | > M} = {X,, = n}. Asi,

1
E(1XaLgxom) =n -+ =1
De manera que para cualquier M
supE(\Xn|1{‘Xn‘>M}) > 1, mno tiende a 0 con M.
n
En conclusion, vemos que aunque la condicién de apretamiento asegura que la mayor parte de
la masa de probabilidad 1 — € se concentra en un conjunto compacto. esto no es suficiente para
garantizar la integrabilidad uniforme. La condicién de integrabilidad uniforme es mas fuerte que

la condicién de apretamiento porque requiere controlar globalmente la probabilidad de todos

los conjuntos del espacio.

4. Caracterizacion mediante marginales:
Una familia P de medidas de probabilidad sobre el espacio producto S' x S” es apretada si y

sélo si las distribuciones marginales lo son en S" y S” respectivamente.
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» Apretamiento en S’ x §” = apretamiento de las marginales: Dado ¢ > 0, por
hipétesis existe un compacto K C S’ x S” tal que:

inf P(K) > 1—e.
Pep

La proyeccién en la primera coordenada 7 : S’ x S” — S’ es continua y, por tanto, aplica
compactos en compactos (Teorema M26.5). Asi K/ = n(K) C S’ es compacto. Ademaés,
como K C K' x S”, para todo P € P se tiene:

P(K') = P(K'x8") > P(K) > 1«

Asi, infpep P/(K') > 1 — €, que es la condiciéon de apretamiento para P’. El mismo

argumento se aplica a P”.

» Apretamiento de las marginales S’, S” = apretamiento en S’ x S”: Dado € > 0,
por hipdtesis existen compactos K/ C S y K" C S” tales que:
inf P'(K') > 1—¢/2.

., MR > 1 ‘
Fl)Igl;)P(K)_ 1—¢/2

Sabemos que el producto numerable de compactos es compacto (Teorema M26.7). De
modo que K’ x K" es compacto en S’ x S”. Para todo P € P consideramos los siguientes

conjuntos complementarios:
(8" x S\ (K'x K") = (K" x K")* C ((S"\K') x 58") U (5" x (8"\ K")).
Por monotonicidad y subaditividad de la probabilidad:
P((K'x K")) < P((S'\K')x 8") + P(S'x (§"\K")) = P'(S'\K') + P"(S"\K").

Aplicando las cotas anteriores (17): P'(S"\ K') < ¢/2 y P"(S"\ K") < ¢/2, de manera

que P((K' x K")¢) <, cumpliéndose la condicién de apretamiento S’ x S”:

P(K'x K") >1—¢ YPeP.

El Teorema B2.8 pp. 23 que no presentamos aqui muestra una idea que ya sabemos: las dis-
tribuciones marginales no determinan la distribucién conjunta (salvo independencia). En la
demostracion anterior vemos que podemos construir compactos en el espacio producto a partir
de compactos en cada una de las coordenadas. Esto hace que la propiedad de apretamiento
se pueda analizar desde las distribuciones marginales sin necesidad de considerar la posible

dependencia de estas distribuciones.
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4.2.2. Teorema principal de caracterizacién del apretamiento

De la definicién de apretamiento se deduce que esta propiedad requiere que exista un conjunto
compacto que acumule casi toda la probabilidad. Cuando la masa de probabilidad se filtra fuera
de cualquier conjunto compacto, la familia de probabilidades no es apretada. Un ejemplo sencillo
es la sucesién {0, } donde la probabilidad se concentra para cada elemento de la sucesion en n.

Los siguientes teoremas establecen condiciones suficientes y necesarias para que una sucesion
de medidas de probabilidad sea apretada. Estas condiciones se pueden interpretar como la
traduccion probabilistica de las condiciones de Arzela-Ascoli (se satisfacen en todo punto del
espacio salvo en un conjunto de medida cero). En el texto de referencia pueden encontrarse las

demostraciones en detalle.

Teorema 4.3 (Caracterizacién en espacio C[0, 1]. Teorema B7.3.). Sea {P,} una sucesion de

medidas de probabilidad en (C,C). La sucesion {P,} es apretada si y solo si se satisfacen:

(1) Vn > 0, existen a y ng tales que
P,z :|z(0)] > a] <n, n>mny.

(17) Ye > 0 yn > 0, existen 6 € [0,1] y ng tales que
P,z :w,(0) > € <n, n>ny.

Teorema 4.4 (Caracterizacién en espacio D0, 1]. Teorema B13.2.). Sea {P,} una sucesion de
medidas de probabilidad en (D, D). La sucesion {P,} es apretada si y sdlo si se satisfacen:

(i) lim lmsup P,(z : [|z| > a) = 0.

a—00 n

(1) Ve>0 lign limsup P, (z : w,(d) > ¢€) = 0.

n

4.3. Condiciones para la convergencia a partir de leyes finito dimen-

sionales

Dado un conjunto finito 0 < ¢; < --- < t; < 1, se define la proyeccién de C[0,1] o D[0,1] a
R* como ..t (z) = (z(t1),...,7 (t)). En C o D los conjuntos finito dimensionales son
de la forma W,;,l,,tkH con H € RF (la 4lgebra de Borel de R¥). Dado que las proyecciones son
continuas, estos conjuntos pertenecen a la algebra de Borel de cada espacio.

A diferencia del espacio de sucesiones infinitas R*, donde la familia de conjuntos finito
dimensionales determina la convergencia (Ejemplo B2.4 p. 19), en los espacios de funciones
C'0,1] y DI[0, 1] la convergencia no esté determinada por las distribuciones finito dimensionales
(Ejemplo B2.5 p. 19).

Comprobar si las distribuciones finito dimensionales convergen suele ser en la préactica mas
sencillo que comprobar la convergencia en el espacio de trayectorias completo. Es por esto
que resulta de gran utilidad conocer condiciones bajo las cuales la convergencia de las leyes
de probabilidad finito dimensionales asegura la convergencia de la sucesion de medidas de

probabilidad. En este sentido, el siguiente teorema es de especial relevancia.
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Teorema 4.5 (Teorema B13.3). Si se satisfacen:

(i) P, W;,l”tk = PW;},tk para toda particion tal que {t;} € Tp definido en § 2.4, p.10.

(18)

(i) Ve>0, lUmP(z:|z(1)—z(1-46)>¢€)=0. (19)
6—0

(ili) Ve >0Vn>036 € (0,1) Ing tales que P, (x : wj(6) > €) <n paran > ny. (20)

Entonces P, = P.

Demostracion 1 En la demostracién de Billingsley se comprueba que las condiciones de este
teorema son equivalentes a tightness. Previamente se ha demostrado que bajo la propiedad de
tightness, la convergencia de las distribuciones finito-dimensionales implica convergencia débil

de la sucesién (Teorema B13.1).1°

Demostracion 2 Después de todo, este Teorema también se puede demostrar sin referencia
expresa a la propiedad de tightness o al Teorema de Prohorov. Siguiendo la sugerencia del
Ejercicio B13.1 y la demostracién del Teorema andlogo para el espacio C[0,1], adaptaré al

espacio DI0, 1] esta demostracién alternativa.

= Aproximacion por medio de funciones escalonadas A,: Como se desriben en § 3.5,

tomamos una particion o = {0 = sy < $; < --- < §x = 1} para aproximar = € D mediante
A, D — D:

(Ag(2))(t) = x(su—1) parat € [su-1,54),  (As(2))(1) = 2(1).

En general, para a € R¥! o = (ay,..., ), definimos la aplicacién L, : R¥L — D

como:
(Lea)(t) = cvy1 en [Sy_1, Su), (Lea)(1) = a.
La aproximacion es asi la composicion:
Ay =L,0ms, s,

Sean a, 3 € R*! tomando A(t) = ¢ (la identidad) en la métrica de Skorohod se tiene:

d(Leov, LoB) < sup |(Loa)(t) — (LoB)(t)| = méx |o; — B,

te[0,1] 0<i<k

y por tanto L, es continua con la métrica de Skorohod.

0En el espacio C[0,1] el teorema andlogo es el Teorema B7.5. Pedagégicamente, su demostracién resulta
mas fiel a la sucesion de resultados presentados hasta entonces en el texto de Billingsley: Se comprueba la
propiedad de tightness. Esto permite aplicar el Teorema de Prohorov (enunciado aqui en § 3.6, p. 23), que
asegura que la propiedad de tightness implica compacidad relativa. Bajo esta tdltima propiedad, la convergencia
finito dimensional implica convergencia en todo el espacio (Ejemplo B5.1).
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» Sucesién de aproximaciones: Definimos una sucesién de particiones o(u) = {séu), ce s,(;z)u)}

(u) W _( 4@ 1

con s, €Tpy s k) = > tales que su tamano tiende a cero:

o (u)]| = max (s — ™)) — 0.
1
Tenemos asi una sucesion de aproximaciones {Ag(u)}u.

= P,, =, P,: Aplicacion de hipétesis de convergencia finito-dimensional: Por la
hipétesis i) de convergencia finito-dimensional, las particiones finitas o(u) C Tp satisfa-

cen:

P, o 71';(2) = Po W;(lu) en REWFL

Se ha visto que Ly, es continua. Por el teorema de continuidad:

P,o A7} = (Pn o} ) oL}

o(u) " o(u) o(u

) = (P o W;(i)) o L;(lu) = Po A}

o(u)’

Se cumple asi la primera condiciéon del Teorema 3.3 p. 18, es decir, para u fijo se tiene

convergencia cuando n — oo:
-1 -1
P,o Aa(u) =, Po Aa(u).
Equivalentemente, en términos de distribuciones:

Ag(u)Xn =>n AU(U)X.

» P, =, P: Para ||o(u)|| < se satisface la siguiente desigualdad (§ 3.5 p. 23):
A(Av(u(w),2) < 5V 1L(0).
Asi, para todo x € D (caracterizado por w.,(§) — 0 cuando § — 0) se satisface:
d(Ay)(z),2) = 0 cuando ||o(u)| — 0.
Por la estabilidad de la convergencia ante pequenas perturbaciones (Teorema 3.1, p. 17):

Po A;(lu) =, P, equivalentemente A,y X =, X.

» Reformulacién de la hipétesis iii) del Teorema: Se puede expresar en términos de
la tdltima condicién del Teorema 3.3 que queremos validar y que en el contexto actual

denotamos:
lim lim sup P (d(Agq)(X™), X™) > €) = 0.

u n

De nuevo, por el Lema B3 p. 127:

d(Ay, (x),x) < 6, Vw'(z,d,).

1Esto es posible porque el conjunto Tp introducido en § 2.4 p. 10 es denso en [0, 1].
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Empleando la desigualdad justificada en § 2.3.1:

d(Ay, (7),7) < 6,2w"(x,0) V sup |z(t) —x(0)|V sup |z(1) —z(t)|.
0<t<6 1-6<t<1

Asi, (axn y bxn representan el supremo en los extremos, como en § 2.3.1 8):

P[d(As,(X™),X™) > €] < P[6, > €] + P[20"(X",6,) > €]
+ P[axn(éu) Z 6} + P[bXn((Su) Z 6].

Tomando v — 0 y n — o0, la anterior probabilidad tiende a cero, ya que: (1) 6, — 0;
(2) la probabilidad dependiente de w” tiende a 0 precisamente por la condicién #ii) p. 31
requerida en este Teorema; (3)la probabilidad referente al extremo izquierdo se anula por
la continuidad por la derecha de las funciones cadlag; (4) la probabilidad del término
que controla las oscilaciones en el extremo derecho se anula por la condicién i) p. 31 del

Teorema. En conclusién, se satisface la condicién formulada al comienzo de este punto.

» Aplicacién del Teorema de aproximacion: Se ha justificado que Ay () X" =, Ay X =0
X y que lim, limsup,, P(d(Ay(w)(X™), X™) > €) = 0. Esto permite aplicar el Teorema 3.3

p. 18, concluyendo que en las condiciones del Teorema 4.5 p. 31, en D0, 1] la convergen-

cia de las distribuciones (leyes de probabilidad) finito dimensionales implica X,, = X
(P, = P).

5. Convergencia débil en espacio localmente compacto.

Se dice que una clase o familia F de funciones es separadora si Pf := fs fdP —
J ¢ fdQ = Q[ para todo f € F implica que las medidas de probabilidad son equivalentes: i.e.,
P(A) = Q(A) para todo conjunto A de la o-algebra.'?

En este apartado se relacionaran varios ejercicios propuestos en Billingsley que ilustran una de
las ensenanzas principales del texto. Se vera que en un espacio separable, localmente compacto la
clase de funciones continuas con soporte compacto (denotada C.(S)) es separadora (determina
las medidas de probabilidad). No obstante, una clase separadora no determina necesariamente
la convergencia de las medidas de probabilidad en un espacio general. El motivo es que la
convergencia requiere una propiedad global que asegure que una parte relevante de la masa
probabilidad no se filtra fuera de un conjunto compacto. Esto es precisamente lo que evita
la propiedad de apretamiento. Si nos restringimos a un espacio de medida que sea separable
y localmente compacto, veremos que la familia de funciones C.(S), ademés de determinar las
medidas de probabilidad, caracterizan la convergencia débil: Si P, f — Pf para todo f € C.(S)
entonces P, = P. El motivo serd que, en este contexto, el supuesto P,f — Pf fuerza que la
sucesion { P, } sea apretada.

La exposicion de los siguientes resultados se hace en orden inverso a la forma en que se han

trabajado. Los desarrollos se han realizado aplicando estrategias habituales vistas en cursos de

12La familia de funciones acotadas y uniformemente continuas forman una clase separadora para un espacio

métrico general S (equivalencias de Portmanteau § 3.1 p. 15).
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Topologia, Integral de Lebesgue y Espacios Normados. Posteriormente se ha revisado que se
cumplen los requisitos para aplicarlas en la topologia del espacio. Aqui se describen primero las

propiedades, lo que permitira simplificar la justificacion de los resultados.

Sic: En lo siguiente Sj. denotara un espacio métrico separable y localmente compacto. Las

propiedades de un espacio S, seran empleadas para justificar lo siguiente:

1. En espacio localmente compacto se tiene: Dado un compacto Ky C 5. existe otro
compacto Ky C 5. tal que Ky C int(K;). Por la compacidad local, para cada = € K
existe un entorno abierto U, de x con clausura compacta (Teorema M29.2). La familia de
conjuntos {U, : z € K0} es un cubrimiento abierto de Ky, que es compacto y, por tanto,
podemos elegir un subcubrimiento finito {U,,,...,U,,}. Tomando K, U; U,,,i=1,...,n

se tiene que K7 es compacto (unién finita de compactos) y K0 C K.

2. En espacio métrico se tiene: Por la normalidad de los espacios métricos (Teorema
M32.2), el Lema de Urysohn (Teorema M33.1) permite definir una funcién continua ¢ :
Sie — [0, 1] tal que:

p(x) =1 size Ky Cint(Ky),
o(x) =0 siaz¢int(K).

3. En espacio separable: Toda medida de probabilidad es (individualmente) tight (Teo-
rema B1.3). Adicionalmente, este resultado requiere completitud, que no es esencialmente
una propiedad topoldgica del espacio, sino de la métrica. Asumimos, por tanto también
que la métrica del espacio es completa. En realidad, como en esta seccion no vamos a
trabajar con una métrica concreta, esto no sera estrictamente un supuesto, ya que todo
espacio métrico se puede embeber isométricamente en un espacio métrico completo (Teo-
rema M43.7). La completitud del espacio permite justificar que la clausura de un conjunto
totalmente acotado (definido en Teorema B1.3 a partir del conjunto denso del espacio) es

compacta (Teorema M45.1).

1. C.(Si.) es una familia separadora: Este es un resultado preliminar propuesto en
Ejercicio B1.11. En principio podriamos pensar en aproximar funciones uniformemente
continuas acotadas por funciones de soporte compacto. Sin embargo esto no es posible si
el espacio no es compacto (aqui es localmente compacto); por ejemplo, la funcién constante

f(z) =1 para todo = € Sj. no se puede aproximar de esta forma.

En su lugar, aplicamos la siguiente idea: La regularidad de una medida de probabilidad
implica que una medida de probabilidad esta completamente determinada por su valor en
conjuntos cerrados. Esto se puede reformular de forma que una medida de probabilidad
esta determinada por funciones uniformemente continuas acotadas (Teoremas B1.1, B1.2).
Para ello se aproximan conjuntos cerrados a través de funciones indicatrices. Siguiendo
la misma idea, aqui aproximaremos conjuntos compactos a través de funciones C.(S).).
Reformularemos con ello la hipdtesis Pf = Qf para toda f € C.(S) como P = @ en
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compactos. Por la regularidad de toda medida de probabilidad (Valdivia, 1988, Teorema

B1.1) esto es extensible a conjuntos de Borel.

Por las Propiedades 1 y 2 anteriores, podemos tomar los compactos Ky y K; sobre los

que definir la funcién de soporte compacto ¢ : S;. — [0, 1].

Por la monotonicidad de la probabilidad:

PE) < Po= [ deZQE/S 2dQ < Q).

Slc

Reemplazamos ahora K por la clausura de una sucesién de la clausura de abiertos U,

(compactos) de la forma:

Ko C Uit C Uit CUpy  [(\Unm = Ko,

Los conjuntos U son compactos y podemos aplicar la desigualdad anterior:
P(K0> < Ppm = Qpm < Q(U_m)

Dado que U,, | K, tomando m — oo se tiene por la continuidad de @

lim Q(Un) = Q(K).

m—0oQ
Hemos visto por tanto que P(Kj) < @Q(Kj). De la misma forma se comprueba que

Q(K) < P(Ky). Asi,

P(K) = Q(K) para todo compacto K.

. Convergencia en C.(S;,.) = apretamiento: Por la regularidad de toda medida de
probabilidad, la probabilidad de cualquier abierto A € S). se puede aproximar por com-
pactos:

P(A) =sup{P(K): K C A, K compacto}, A abierto.

Podemos asi elegir un compacto Ky C 5. que contenga casi toda la probabilidad, i.e.:
P(Ky) > 1—¢/2, para cualquier ¢ > 0.

Por la Propiedad 1 anterior, podemos elegir un compacto K; tal que Ky C int(K;). De
nuevo por la Propiedad 2 definimos a patir de estos compactos la funcién funciéon continua

¢ S — [0,1]. De esta construccién anterior, tenemos:

/gdeEPgoZ/ @ dP = P(Ky) > 1—¢/2.
S

Ko

Por hipoétesis

P.f — Pf Vf e C.S,), v en particular para ¢.
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Existe por tanto N tal que para todo n > N se cumple:
Pop>Pp—¢/2>1—c¢
y por la monotonicidad de la probabilidad (¢ se anula fuera de Kj),
Pop < Po(Kh).
En este punto se cumple la condicién de tightness P, (K;) > 1 — € para todo n > N.

Por la Propiedad 3 anterior, para cada medida de probabilidad P, podemos obtener un
compacto K que satisfaga la condicién de tightness paran =1,..., N — 1. Para cada P,

existen compactos K™ € S, para los que
Py (K™M) >1-e

Definimos el compacto (unién numerable de compactos)
N-1
K=K uU|J K™,
n=1

con el que se tiene paran=1,...,N — 1:
Py (K)> P (K™)>1—e.

En conclusion,
inf P,(K)>1—¢ para todo n,

satisfaciéndose asi en este contexto la condicion de tightness de la familia {P, }.

. Tightness permite justificar P, = P: Una vez comprobado que en el espacio S
la convergencia en C.(S).) implica tightness en {P,}, veremos que esto permite deducir
la convergencia a una medida de probabilidad P. Para ello aplicamos la siguiente linea

argumental que se describe y justifica en los primeros capitulos de Billingsley.

Por el Teorema de Prohorov la propiedad de tightness comprobada en el punto anterior
implica compacidad relativa de las medidas de probabilidad {P,}. Esto es, toda subsu-
cesién {P,, } contiene a su vez otra subsucesién {Pnkj} convergente a una medida de
probabilidad que denotamos Q:

B, = Q.

Recordamos que la hipdtesis inicial es convergencia (de la sucesién completa) en C.(S5.):
fdP,=P,f = fdP = Pf paratoda f € C.(S.).
Slc Slc

De manera que la subsucesion {Pnkj f} debe converger también a Pf y debe ser, por
tanto, Qf = Pf para toda f € C.(S.).

Hemos visto en el paso preliminar 1 que en el espacio Si., la clase C.(S).) es separado-
ra (basta que dos medidas de probabilidad coincidan en C.(S;.) para las medidas sean
idénticas). En consecuencia, Qf = Pf también para toda f acotada y uniformemente
continua. Podemos aplicar asi la equivalencia de Portmanteau ii) § 3.1 y concluir que
P, = P.
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6. Un Teorema funcional del limite. El Teorema de Dons-

ker.

El Teorema Central del Limite (TCL) establece la convergencia de variables aleatorias en
dimensién finita idénticamente distribuidas,'® hacia una normal. El Teorema de Donsker es su
verién funcional: trata la convergencia de las leyes de probabilidad de trayectorias en espacios
de funciones.

El reto de la teoria de convergencia en D[0, 1] es que la convergencia de las distribuciones
finito dimensionales no aseguran la convergencia débil en el espacio completo. Como se ha visto,
se requiere la propiedad de apretamiento.

El escenario para este teorema son procesos construidos como sumas parciales normaliza-
das. Estas seran las trayectorias discretas (escalonadas o interpoladas) que se analizan para
demostrar la convergencia funcional: primero por las distribuciones finito dimensionales (TCL
multivariante) y luego mediante apretamiento en el espacio D[0, 1] introducido en las secciones
anteriores.

Se definen las siguientes sumas parciales: Dadas una sucesién de variables aleatorias zq, 29, . ..
definidas en un espacio de probabilidad (€2, F, P), se definen las sumas parciales S,, = z1+- - -+z,

y con ello las siguientes funciones X™(w) € C[0,1] y X™(w) € D[0,1] que en ¢ toman el valor:

X7(0) = ~= i) + (0t = Int]) =z, te 0.1 (21)

o\/1Nn

Xi'(w) (22)

1
= ——5u|(w).
o\v/n ) ()
Teorema 6.1. Teorema de Donsker. Sean z, variables aleatorias independentes e indéntica-
mente distribuidas con media 0 y varianza o*. Para las funciones aleatorias definidas en la

expresion (22) se cumple la convergencia X™ = W, donde W es un proceso de Wiener.'*

6.1. Espacio C|0, 1]

Por motivos de espacio no reproduciré la demostracién dada en Billingsley, que emplea los
conceptos y resultados trabajados en las secciones anteriores. En su lugar, analizaremos la
siguiente condicién,

lfm lim sup A*P Ikn<ziX|Sk] > \ovn| = 0. (23)

A—=00  psoo

Suponiendo z; estacionarias, la condicién anterior se emplea en B como equivalente de la si-
guiente condicién de tightness en el espacio C[0, 1] (anédloga de la segunda condicién en Teorema

4.4 anterior en espacio D[0,1]):

Ve >0 h’(Isn limsup P, (z : w,(d) > €) = 0.

n

13Entre otras condiciones, como son: media y varianza finitas o condiciones de Lindeberg/Feller.
14Un proceso de Wiener se define en el Apéndice § 7.
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Iteraciéon 500; n =2 # iteraciones: 300
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Figura 2: Sumas parciales y grafico QQ.
Gréfico izquierdo: Procesos simulados con z; ~ NID(0,1) (Normal estandar). Naranja:
Trayectorias simuladas para el proceso Xn (21). Azul: trayectorias azul representan el
proceso X" (22). Grafico derecho: A medida que aumenta el nimero de simulaciones los
cuantiles de X; para un t elegido (en el grafico se emplea ¢t = 512) se aproximan a los
cuantiles de la distribucién Normal estandar. Se han simulado trayectorias a partir de
variables aleatorias Normales y binomiales, observandose en ambos la convergencia. En el

grafico se muestra el caso de variables aleatorias Normales.

El Ejercicio B8.3 propone comprobar que, de hecho, la condicién (23) es necesaria para que
las sumas parciales {X"} definidas en (22) converjan a un proceso de Wiener W. Para ello el
Ejercicio propone emplear la siguiente caracteristica de un proceso de Wiener (se deduce de
aplicar la hipdtesis X™ = W para obtener la distribuciéon del maximo de las sumas parciales
X™):

2 Y2 1
P W, <a|l=— —w2q :2(@ ——)=2<1> —1, a>0.
{sgp ; < a] \/%/0 e u () 5 (@) a>

donde ® es la funcién de distribucién de la Normal estandar N. A partir de esto se sugiere

demostrar que el momento de cuarto orden de sup, |W;| es finito y la simetria de W;.

= Observamos que
20(a) — 1 = d(a) — (—a) = P(N| < a),

de manera que supg<,<; Wy se distribuye como la distribucion del valor absoluto de la

Normal estédndar, | N|. Asi, se tiene:

E

(sgp Wt)4] =E[IN['] =E[N'] =3 < .

Por la simetria del proceso de Wiener, W; se distribuye como —W; y con ello sup, (—W})

se distribuye como sup, W;.
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Denotando A := sup, |W;| B := sup, Wi
A = miéx (sgp Wi, Sl;p(—Wt)> leq Sl:p W, + sgp(—Wt).
Usando la desigualdad (a + b)* < 8(a* + b*) cuando a,b > 0,
At < (Sltlp Wi + Sl:p(—VVt))4 < 8<(sgp W)t + (sgp(—Wt))‘l).
Tomando esperanzas y por la igualdad de las distribuciones comentada:

E[AY] <8(E[M"] + E[M"]) = 16 E[M"] =16 - 3 = 48 < oo.
» Para el proceso poligonal X™ definido en (22)

sup | X7 = —— miax |S
ogtgp1| 3 oﬁogkgxn| il

de manera que (23) se puede escribir en términos de X/

lim limsup A2 P(sup | X3 > /\) = 0.
¢

A=00 poo
Por hipétesis X" = W en C]0,1] y por el Teorema de la Aplicacién Continua para la
aplicacién continua h(z) = sup, |z(t)|:

sup | X['| = sup |W;| = A.
¢ ¢

En consecuencia,

P(sup\Xﬂ > )\> — P(A>\).
t

Tomando el limite superior en n y multiplicando por el factor A\?> que aparece en la

condicién (23) (veremos que resulta 1til):

lim sup )\QP(sup | X} > A) =NP(A>)).
t

n—oo

Aplicando la version de la desigualdad de Markov, por la que:

E(|X]|™
P(IX| > a) < SXTY
an
se tiene Bl 48 B 48
MP(A>)) <N [)\4]: [)\2] —0 cuando A — oo,

concluyendo que si X™ = W, entonces se debe satisfacer (23).

El factor A% de la condicién anterior empleada en B para justificar tightness en el Teorema de
Donsker resulta arbitrario o al menos no directamente observable de las condiciones originales

de tightness. Este ejercicio ilustra la relevancia de este factor en la condicién (23).
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6.2. Espacio D[0,1]
6.2.1. Paso 1. Las distribuciones finito dimensionales son convergentes

Se aplica la misma estrategia empleada en § B8 en el espacio de funciones continuas C10, 1]. La
demostracion de Billingsley detalla especialmente la justificacion de la existencia de un proceso
de Wiener con las caracteristicas de las distribuciones finito dimensionales de dicho proceso.
Para el espacio de funciones cadlag la justificacion es similar. Aqui expondré la demostracién
suponiendo la existencia de un proceso con las caracteristicas distribucionales de un proceso de

Wiener y desarrollaré algunos aspectos que no se detallan en B.

» Expresar X™ como suma de incrementos independientes: Sean k£ > 1, 0 < t; <
- <t <1y denotamos m; = |nt;| con mg = 0. Los siguientes incrementos son funcién

directa de las variables aleatorias {z}.

Reescribimos asi el proceso X™ como

n 1
Xi= TS = o s 2 A5

funcién lineal de sumas disjuntas de incrementos (bloques disjuntos de sumas de z;). Dado
que z; son i.i.d., las variables aleatorias ASi,..., ASy son independientes, con

2

E[ASZ] = O, V&I‘(ASZ) = (m, - mi,l) g.

El vector de variables aleatorias (X7, ..., X{') se puede expresar, por tanto, de la forma:
n n 1
(X7,.... X)) = af( Smys ey Smy) = m(Asl,AS1 + ASs, .. AS A+ + ASy).

Simplificando la suma telescépica, la distribucién del vector serd funcion lineal del si-

guiente vector de sumas parciales de z; independientes:

yn ::XZ—XZ_I O_\/_(Asl,,ASk)

» Aplicar Teorema Central del Limite (TCL) a cada bloque: Para cada i

1
Ly = ———AS; = N cuando n — 00,

Oy — My

ya que m; — m;_1 — oo para t; > t;_1 y Var(AS;) = (m; — m;_1) 0. Reescalando para

Y
m; — mi_q 1
Y = —AS =
o T

Observando que — t; — t;_1 cuando n — oo se tiene:

}/in: t; —t;_1 V.
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» Distribucién conjunta a partir de producto de funciones caracteristicas: Sa-
bemos que la funcién caracteristica de la distribucién Normal estdndar es ¢n(u) =
exp(—u?/2). Por el TCL anterior, la funcién caracteristica de Z,, converge a ella: ¢z, (u) —

exp(—u?/2). Reescalando como antes:

y observando de nuevo que /™=t — \/t; — 1, 4, se tiene el siguiente limite de la

funcion caracteristica de Y;"

ti — ti— U2
o) o =80

que es la funcién caracteristica de N(0,¢; — ¢;_1).

Dado que los componentes del vector Y son sumas parciales independientes, la funcion

caracteristica conjunta de Y™ es el producto:

(pY’!L ('U,l, R 7'U/]c) - H QDY;." (u2>

Tomando el limite y usando el resultado anterior para cada componente:

(t; — t;
Oyn (U, ..., ug —>Hexp< 5 D >,

que precisamente caracterizan los incrementos del proceso de Wiener (incrementos inde-

pendientes de varianza t; — t;_1), es decir,

Y" = (th — Wigy oo o s Wey, — Wtk—l)’

= Distribucion de los niveles aplicando el Teorema de la Aplicacion Continua a

los incrementos: Sea h la aplicacién continua h : R¥ — R¥,

h(yla'~'7yk):(y17 ?/1+927 ceey ?/1++yk)
Asi,

h(Yn) - (XIZ77XZ€)7 h(th _Wt07"'7Wt _Wtk—l) - (M/tlﬁ"‘7Wtk>)‘

k
Por el Teorema de la Aplicacién Continua
(X7, X0 ) = (W, .., W),

que es precisamente la distribucion finito-dimensional del proceso de Wiener (incrementos

independientes de varianza t; — t;_1) cuya existencia se justifica en Billingsley.
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6.2.2. Paso 2. Las funciones de distribucién de {X"} son apretadas

En este punto nos separamos de la demostraciéon dada en B, basada en el Teorema B13.5.
Brevemente, este teorema se apoya en el Teorema 4.4 anterior, donde se dan condiciones de
tightness a partir del médulo de oscilacién w” definido en (6). Las condiciones de este teorema
se pueden comprobar a partir de las desigualdades maximales descritas en § B10.4.

La observacién de las trayectorias muestrales de X™ como las mostradas en la Figura 2 sugiere
la siguiente conjetura: Sabiendo que las distribuciones de probabilidad del proceso poligonal
X" (interpolacién de sumas parciales) descrito en la ecuacién (21) convergen en el espacio de
funciones continuas, entonces las trayectorias del proceso X" (sumas parciales escalonadas)
definido en (22) deberfan estar también asociadas a distribuciones que satisfacen el criterio de
tightness en el espacio de funciones cadlag. Al fin y al cabo, estan acotadas por las propias
trayectorias poligonales convergentes. Esta observacién no se justifica de manera inmediata. De
hecho, acotacién por punto no es un criterio véalido para concluir tightness, como muestra el

siguiente

= Contraejemplo:

e X" e (C0,1]:
X"t)=1, 0<t<1
« Y" € D[, 1]:
0, te |2k 2kt
Y™ (t) = 5 k=0,1,...
L ve [t 2,

Lo que debe ocurrir es que las oscilaciones en cada intervalo de longitud ¢ sean con elevada
probabilidad pequenas cuando 6 — 0. Para ello no es suficiente con acotacién puntual, sino
uniforme en la métrica de Skorohod definida en el espacio de funciones cadlag.

El objetivo en este punto no es determinar si la conjetura anterior —el proceso X™ es con-
vergente (en particular tight) en el espacio de funciones continuas debido a que los procesos
poligonales X" lo son en el espacio de funciones continuas— es cierta o no. Sabemos que es asi
como se demuestra en § B14. Lo que se tratara de hacer aqui es fundamentar esta conjetura sin
recurrir a las herramientas desarrolladas especificamente para el espacio de funciones cadlag
(modulos de oscilacién y teoremas) y empleadas en la demostracion expuesta en B.

El planteamiento propuesto para ello se basa en justificar:
1. d(X™, X") — 0 en probabilidad, con la distancia de Skorohod d.

2. Lo anterior implica que X" preserva la propiedad de tightness de Xn,

Paso 2.1: d(X n, X' ™) — 0 en probabilidad: Retomamos la definicién de la distancia de
Skorohod d° dada en (3):

&*(@,y) = of APV flz =y o A},
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con ||z|| = sup, |z(t)| y A es un homeomorfimos estrictamente creciente de [0, 1] a [0, 1]. Tomando
la identidad A(t) =t se tiene:

&*(z,y) < ||lz = yl|

Dado que d° es el infimo, es suficiente probar:
X" — X" 2 o.

Para t en cualquier subintervalo de una particién de [0, 1], i.e. t € [i/n, (i + 1)/n), se tiene:

1 > 1 nt —1

Xp=—_S, Xr'= . "
t 0\/55“ t 0\/55’1 + o\/n sas

Asi, en cada subintervalo

= nt — 1 1
| XP — X = o |Zig1| < U—\/ﬁfzwﬂ-

Tomando el supremo sobre ¢ € [0, 1]:

~ 1
X" = X7 < —— méx |z
o4/N 1<5<n

1 , .
Se trata entonces de ver que oy MaX <j<n |z;] converge a 0 en probabilidad.
De forma similar a como se hace en el primer lema de Borel-Cantelli, vemos aqui que por la

subaditividad de la probabilidad (denotanto A; = {|z;| > oy/n €} para e > 0):

P (U A]) <SP =Y P (Il = Vi) =n P (] = avie).

donde se ha empleado que {z;} son idénticamente distribuidas.
La convergencia en probabilidad que se requiere en este paso es asi equivalente a comprobar
que:
nP (|z1] > ov/ne) — 0. (24)

Motivado por el interés en hacer uso de una estrategia habitual que consiste en relacionar
probabilidades con esperanzas a través de funciones indicatrices, proponemos analizar si se
satisface la siguiente desigualdad:

E[z% 1{|z| > x}}

2 Y

P >1x) <
(FIEPE

que esta muy proxima a la desigualdad de Markov aplicada a la siguiente variable aleatoria
auxiliar:
Y, (w) = 2 (w)* 1{|z1(w)| > 2} > 0.

Observamos que se cumple

{weQ:|nWw)| >z} C{weN: Y, (w) > 2}
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Por la monotonicidad de la probabilidad:

P(l21] > 2) < P(Y; > o).

Aplicando la desigualdad de Markov a Y, para una cota inferior x2:

E[Y,] _ E[6F 1{]2| > z}] 130

P(la| 2 2) < P(Y, > 2%) < — "

donde la esperanza tiende a cero cuando x — oo por ser z? integrable (Recordamos que la
esperanza de las colas de una variable aleatoria integrable tiende a cero.)

Tomando ahora x = ogy/n €, se tiene:

1 ]- n—oo
nP (|&] > ov/ne) = poy) (0°ne’)P (|z1] > ov/ne) = mx2p(|zl| >x) — 0.

Como resultado,

1
P (mé«x 2] > ax/ﬁe> —0;  ie —— méx |z] D0

1<j<n V/n 1<j<n

En conclusién, se ha comprobado que:

< < 1
(X", X") < [|[ X" — X"|| € —= méx |z] = 0.

oy/n 1<j<n

Paso 2.2: Si d°(X",3(/") — 0 entonces X" preserva la propiedad de tightness de
X™: Dado e > 0 arbitrario podemos encontrar un conjunto compacto en D cuya probabilidad
es al menos 1 — e.

Fijamos un compacto K C D y definimos el entorno cerrado de K:

K:={xeD: d(x,K) <€}, con d(z, K) = kl'nlf(d(x,k‘).
€
Se tiene:

{fweQ: X" (W) e K} N {we:dX"w),X"(w) <e Cl{we: X"(w) e KV

Simplificando la notacién de conjuntos como en otras ocasiones, por ejemplo: {w € €2 : X "w) €
K} = {X"(w) € K} y tomando probabilidades:

P(X" € K> P(X" € K) — P(d(X",X") > ¢).
Equivalentemente:

P(X" ¢ K) < P(X" ¢ K)+ P(d(X",X") > ¢). (25)
Como {)N("} es tight, para todo n > 0 existe un compacto K C D tal que

sup P(X" ¢ K) <.
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Utilizando el resultado del Paso 1 anterior, por el que d(X™, X ") — 0 en probabilidad, para el
mismo € > 0 se tiene:

P(d(X",X") > €) — 0,
y con ello, lim sup,, P(d(X™, X") > €) = 0.

Tomando limite superior en n en la desigualdad (25) anterior:
limsup P(X" ¢ K¢) < sup P(X" ¢ K) + limsup P(d(X", X") > ¢) < 1.

Asi, dado que lo anterior se cumple para 1 > 0 arbitrario, se concluye que dado € > 0 existe un

compacto K tal que

limsup P(X" ¢ K€)es tan pequefio como queramos.
n

Por tltimo, tomando la clausura K¢ (el conjunto K¢ es cerrado, no necesariamente compacto).

Como K es totalmente acotado por ser compacto, K¢ también es totalmente acotado (si K
estd cubierto por bolas de didmtero §, entonces K¢ esta cubierto por bolas de didmetro 0 + €).

Por el Teorema M45.1 un conjunto cerrado y totalmente acotado es compacto si el espacio
métrico es completo. Dado que la clausura de un conjunto es cerrada y K€ es totalmente
acotado. Como el espacio D es completo con la distancia d°, concluimos que K€ es un conjunto
compacto. Hemos encontrado asi un conjunto compacto con el que { X"} es tight, es decir, dado
n > 0:

limsup P(X" ¢ K<) < 7.
n

Lo anterior es intuitivamente coherente con la estabilidad de la convergencia comentada en

§ 3.2; estabilidad de la propiedad de tightness ante perturbaciones pequenas/controladas.

6.2.3. Paso 3. Aplicacién del Teorema de Prohorov

En espacios de dimension infinita, la convergencia débil de las distribuciones finito dimensio-
nales no implica la convergencia débil de la sucesién completa (Ejemplo B2.5). Los conjuntos
finito-dimensionales de C[0, 1] forman un sistema 7 (cerrado por intersecciones finitas) y for-
man ademas un clase separadora (Ejemplo B1.3). Estas propiedades junto con el teorema de la
aplicacion continua permite demostrar que si una familia de medidas de probabilidad definidas
sobre el espacio (C]0, 1],C) (donde C es la o-algebra generada por los abiertos de C|0, 1]) es re-
lativamente compacta, entonces la convergencia débil de las distribuciones finito dimensionales
si implica convergencia débil de la sucesion completa (Ejemplo B5.1).

En los pasos 1 y 2 anteriores se ha comprobado que en el contexto del Teorema de Donsker
6.1 las distribuciones finito dimensionales de las sumas parciales definidas en (22) convergen
débilbemente y ademas son tight. Dado que de acuerdo con el Teorema de Prohorov tightness
implica compacidad relativa, se concluye que las sumas parciales { X"} definidas en (22) con-
vergen a un proceso cuyas distribuciones finito dimensionales coinciden con las de un proceso

de Wiener.
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7. Conclusiones

En este trabajo se ha presentado un tema clasico en Probabilidad que extiende las ideas
del Teorema de Arzela-Ascoli estudiado en el grado a espacios de medidas de probabilidad.
El trabajo integra conceptos y resultados estudiados en dos areas diferentes estudiadas en el
grado: por un lado Topologia y por otro Espacios Normados e Integral de Lebesgue.

Se ha presentado el concepto de apretamiento (tightness) y su papel en el teorema funcional
del limite de Donsker. La relevancia de esta propiedad resulta clara en el estudio de la con-
vergencia débil. Se ha visto que una forma de caracterizar la convergencia débil es por medio
del comportamiento de integrales sobre la familia de funciones continuas y acotadas. Pero es-
ta convergencia sélo tiene sentido cuando la masa de probabilidad no se extiende al infinito
sin ser evaluada por dichas funciones. La propiedad de apretamiento se refiere precisamente
a esta caracteristica global, que permite recoger en un conjunto compacto al menos casi toda
la probabildiad (1 — €), no sélo localmente ni limitada a los puntos donde las funciones no se
anulan.

Se ha propuesto una justificacién del teorema de Donsker en D0, 1] alternativa a la mostrada
en el texto de referencia de Billingsley. Resulta interesante porque muestra de forma més clara
el papel de la distancia de Skorohod, que era una de las cuestiones que inicialmente se queria
explorar y motivaban este trabajo. En el paso 1 se requiere una expresién de la distancia (no sélo
su existencia) y en el paso 2 se emplea que esa distancia convierte el espacio D en completo. En
la demostracion Billingsley se podria pensar con que es suficiente la existencia de una métrica
completa y se podria pensar que es interesante proponer una definicién o calculo alternativo.
De la discusién de este teorema se puede concluir que no es especialmente relevante proponer
medidas alternativas (que motivaban también este trabajo). La distancia de Skorohod da una
expresion simple para paso 1, que se reduce de hecho a la distancia del supremo tomando A la
identidad.

Por un lado, tomando como referencia varios ejercicios propuestos en el texto de referencia
se han trabajo los aspectos fundamentales que conducen al teorema de Donsker. Esto me ha
permitido consolidar los conceptos y resultados, lo que me permitira continuar con este estudio:
(1) Condiciones alternativas de tightness, como por ejemplo basadas en tiempos éptimos de
parada (Aldous, 1989); (2) Aplicaciones modernas de procesos empiricos (van der Vaart y
Wellner, 1996).

Apéndice.

Principio de Cavalieri: Segun el principio de Cavalieri, un volumen se puede calcular su-
mando las areas de sus secciones transversales horizontales. En el texto se emplea una idea
similar que se conoce como la representacion por capas de la integral de una funciéon no nega-
tiva.

Dada una funcién medible g : S — [0,00) y una medida de probabilidad P definida en la
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correspondiente dlgebra, se satisface la identidad:

/59(33) P(dx) = /OOOP({J: €S :g(x) > t})dt.

Los conjuntos {z € S : g(x) > t} se denominan conjuntos de supernivel y en el texto se denotan
de forma abreviada como {g > t}.

Esta idea la hemos encontrado en varias ocasiones durante el grado, por ejemplo para expresar
la esperanza de una variable aleatoria no negativa X con funcién de densidad f como (Ross,
2010, p. 610; Vélez Ibarrola, 2019, Capitulo 11):

E[X] :/OOOP{X>x}dx,

que a su vez se puede emplear para obtener la desigualdad de Markov (Billingsley, 1995, pp. 79-
80).

Proceso de Wiener: Un proceso de Wiener es una medida de probabilidad en el espacio de
funciones C|0, 1]. Billingsley muestra su equivalencia como un proceso estocastico W = {W(t) :

0 <t < 1} cuyas trayectorias son continuas y ademas:
= W(0) = 0 casi seguro.

» Para cada conjunto 0 <ty < t; < --- < t; <1 los incrementos W (t;) — W(ty), W (ts) —
W(tq),...,W (ty) — W(tr_1) son independientes.

= Cada incremento se distribuye como la distribucion Normal con media 0 y varianza igual
a la longitud del intervalo, i.e.: W(t) — W(s) ~ N(0,t —s),0 < s <t <1.

Asi, para cada t € [0,1] se tiene W (t) ~ N(0,t) con matriz de covarianzas E[W (s)W (t)] =
min{s,t}.
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